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Avec une appendice ecrite avec Constantin Vernicos 

Resume. — On etudie la notion de finitude geometrique pour certaines geometries de 
Hilbert definies par un ouvert strictement convexe a bord de classe C^. 
La definition dans le cadre des espaces Gromov-hyperboliques fait intervenir Taction du 
groupe discret considere sur le bord de I'espace. On niontre, en construisant explicitement 
un contre-exemple, que cette definition doit etre renforcee pour obtenir des definitions 
equivalentes en termes de la geometric de I'orbifold quotient, similaires a celles obtenues 
par Brian Bowditch [Bow93] en geometric hypcrbolique. 

Abstract. — We study the notion of geometrical finiteness for those Hilbert geometries 
defined by strictly convex sets with boundary. 

In Gromov-hyperbolic spaces, geometrical finiteness is defined by a property of the group 
action on the boundary of the space. We show by constructing an explicit counter-example 
that this definition has to be strenghtened in order to get equivalent characterizations in 
terms of the geometry of the quotient orbifold, similar to those obtained by Brian Bowditch 
[Bow93] in hyperbolic geometry. 
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1. Introduction 

Si elle a longtemps ete pressentie, la notion de finitude geometrique, en geometrie 
hyperbolique on plus generalement en courbure negative pincee, a du attendre les travaux 
de Brian Bowditcli pour devenir completement transparente [Bow93, Bow95]. Depuis 
lors, c'est devenu une notion tout a fait classique. Dans ce texte, nous nous proposons, 
comme promis dans [CMll], de I'etendre a certaines geometries de Hilbert. 

Les geometries de Hilbert peuvent etre vues comme des generalisations de la geometrie 
hyperbolique, dont la definition se base sur le modele de Beltrami-Klein : il s'agit d'un 
espace metrique {Q,dQ), ou Q est un ouvert proprement convexe de I'espace projectif P*^ 
et (Iq la distance definie par 

dn{x, y) = l\n[[p : X : y : q\) et dn{x, x) = 0, x,y eVl, x^y. 

Ici, p et q sont les points d'intersection de la droite (xy) et du bord dQ de Q tels que 
X soit entre p et y, et y soit entre x et g (voir figure 1). Par proprement convexe, nous 
voulons dire que I'adherence de Q dans P" evite au moins un hyperplan projectif ; de 
fagon equivalente, il existe une carte affine dans laquelle Q apparait comme un ouvert 
convexe relativement compact. 



Ces geometries furent introduites par Hilbert comme exemples d'espaces dans les- 
quelles les droites sont des geodesiques. Ce qui nous interesse ici, c'est I'etude des 
quotients d'une geometrie de Hilbert donnee. II faut noter tout de suite que le groupe 
des transformations projectives preservant le convexe Q, que nous noterons Aut(r2), est 
un sous-groupe du groupe d'isometries lsom{Q,dn). On ne salt pas en general dire si 
ces deux groupes coincident. Par contre, il n'est pas difficile de voir que c'est le cas des 
que Q est strictement convexe : c'est une consequence du fait que les droites sont alors 
les seule geodesiques. Sinon, les seuls cas compris sont ceux des polyedres : si Q est un 
polyedre, Aut(f2) = Isom(fi, dfi) si et seulement si fl n'est pas un simplexe ; lorsque Q est 
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un simplexe, Aut(fi) est d'indice 2 dans Isom(i7, rf^). 

Les geometries de Hilbert ont connus un regain d'interet dans les, disons, deux dernieres 
decennies. Pour ce qui va nous concerner ici, il convient de citer dans les roles principaux 
William Goldman et Yves Benoist. L'article [Gol90] de Goldman de 1990 est consacre 
aux surfaces compactes projectives convexes, autrement dit aux quotients compacts 
d'une geometric de Hilbert plane. Yves Benoist s'est lui interesse a la situation bien plus 
generale d'un sous-groupe discret de SLn+i(]R) preservant un ouvert proprement convexe 
de P" [BenOO] ; il a ensuite clarifie, dans sa serie d'articles sur les convexes divisibles^^^ 
[Ben04, Ben03, Ben05, Ben06a], le cas des quotients compacts d'une geometric 
{Q,d^) par un sous-groupe discret de Aut(n). Dans les deux cas, notons que les auteurs 
restent tributaires de travaux des annees 60, notamment ceux de Benzecri, Kac, Koszul 
et Vinberg [Ben60, Kos68, VK67]. 

Parmi les convexes divisibles, I'ellipsoi'de, qui definit une geometric hyperbolique, est un 
cas bien a part. En fait, un theoreme d'Edith Socie-Methou affirme que, des que le bord 
du convexe Q est de classe a hessien defini positif, le groupe d'isometries de d^) 
est compact, sauf si, bien sur, c'est un ellipsoi'de [SM02]. Un des accomplissements des 
auteurs precedents est bien d'avoir montre qu'il existe malgre tout de nombreux autres 
convexes divisibles. Le premier exemple avait ete donne par Kac et Vinberg dans les 
annees 60 [VK67]. En dimension 2, le resultat de Goldman est quantitatif : I'espace 
des structures projectives convexes non equivalentes sur une surface de genre g ^ 2 est 
homeomorphe a M^^^"^^, alors que I'espace des structures hyperboliques non equivalentes 
est lui homeomorphe a ]R^^~®. En dimension plus grande, on ne dispose que de theoremes 
d'existence : d'une part, il est possible dans certains cas, par des techniques de phage, de 
deformer continument une structure hyperbolique en une structure projective convexe ; 
d'autre part, il existe des exemples de quotients exotiques [Ben06b, Kap07], c'est-a-dire 
de varietes compactes projectives strictement convexes, qui n'admettent pas de structure 
hyperbolique. L'etude quantitative de la dimension 2 et la construction d'exemples par 
phage de structures hyperboliques ont ete generalisees au cas du volume fini par le second 
auteur [MarlOa, MarlOb]. 

Jusque-la, sans le savoir, nous n'avons parle que de situations dans lesquelles I'ouvert 
convexe est strictement convexe. Rappelons le resultat suivant : 



ouvert proprement convexe est dit divisible lorsqu'il existe un sous-groupe discret de Aut(O) tel 
que soit compact. On dit alors que le groupe F divise le convexe f2. 
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Theorems 1.1 (Benoist [Ben04]). — Soit Vt un convexe divisible, divise par T ^ 
Aut{Q). Les propositions suivantes sont equivalentes. 

(i) L'ouvert f2 est strictement convexe; 

(a) Le bord dQ est de class e ; 

(Hi) L'espace metrique [Vt^do) est Gromov-hyperbolique ; 
(iv) Le groupe T est Gromov-hyperbolique. 

Ce theoreme a ete etendu dans la prepublication [CLTll] au cas des convexes quasi- 
divisibles, c'est-a-dire ayant un quotient de volume fini. Cette claire dichotomie ne pent 
plus exister pour des quotients plus generaux et nous allons voir pourquoi. 

Dans [BenOO], Benoist explique que, sous des hypotheses minimales, si un sous-groupe 
discret F de SLn_|_i(]R) preserve un ouvert proprement convexe de P", alors il preserve un 
convexe minimal fimm un maximal flmax '■ tout ouvert proprement convexe preserve 
par r est coince entre flmin et Qmax- Le convexe flmin n'est rien d'autre que I'interieur 
de I'enveloppe convexe C{A-p) de I'ensemble limite Ap de F, defini comme I'adherence des 
points attractifs des elements proximaux de F. Le convexe Qmax se deduit par dualite du 
convexe minimal de Faction duale de F. 

Prenons I'exemple simple d'un sous-groupe discret F d'isometries du plan hyperbolique 
S = EP. Dans ce cas, I'ensemble limite pent etre defini dynamiquement comme I'ensemble 
Ar = F.o \ F.o C dS, ou a est un point quelconque de S. Lorsque Faction du groupe 
F est cocompacte ou de volume fini, I'ensemble limite est precisement dS tout entier. 
Cette propriete va en fait rester vraie pour une geometric de Hilbert definie par un ouvert 
strictement convexe Q : on aura ainsi Qmin = ^max = autrement dit que F ne preserve 
pas d'autre ouvert proprement convexe que Q. C'est la propriete essentielle, que I'on va 
perdre pour un quotient general, qui permet d'obtenir le theoreme 1.1. 




Figure 2. Un quotient convexe-cocompact 
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En effet, considerons maintenant un sous-groupe convexe cocompact F, dont, disons, 
le quotient £/T est une surface de genre 1 avec une pointe (qui ressemble a une trom- 
pette). Le groupe fondamental de la pointe, isomorphe a Z, est represente par un element 
hyperbolique 7 G F qui correspond a la geodesique fermee a la base de la trompette. 
L'ensemble C(Ar) est un ouvert convexe qui n'est ni strictement convexe ni a bord C^. 
L'ensemble d£ \ C(Ar) est exactement I'orbite sous F de I'ouvert convexe delimite 
par I'axe (7'''7~) de 7 et I'arc de cercle dans d£ reliant 7+ £17". II n'est pas difficile de 
voir qu'on pent modifier la partie circulaire du bord de par une courbe 7-invariante 
de telle fagon que le convexe que cette courbe definit avec I'axe de 7 aient les proprietes 
que I'on veut : strictement convexe mais pas a bord C^, a bord mais pas strictement 
convexe. En copiant cette "piece" via F, on pent ainsi voir que le groupe F agit sur des 
ouverts convexes aux caracteristiques bien differentes, et qu'ainsi on ne pent esperer un 
resultat du type du theoreme 1.1. Ce qu'il est raisonnable de se demander toutefois, ce 
serait : 

Question 1. — Soit F un sous-groupe discret (irreductible) de SLn+i(]R). A t-on equiva- 
lence entre les points suivants ? 

(i) T preserve un ouvert strictement convexe; 
(a) T preserve un ouvert convexe d bord ; 
(Hi) F preserve un ouvert strictement convexe d bord . 

Cest charme par cette idee que nous allons dans cet article ne considerer que des 
geometries de Hilbert definies par un ouvert strictement convexe a bord C^. II est plus 
agreable de travailler avec une telle geometric, plus proche de la geometric hyperbolique, 
et une reponse affirmative a la question precedente permettrait, pour des problemes 
ne dependant que du groupe F, de se ramener a un tel convexe. De plus, ce sont des 
hypotheses essentielles pour les resultats geometriques de cet article, ainsi que pour 
Particle [CM] a venir, dans lequel nous etudierons la dynamique du flot geodesique sur 
certains quotients geometriquement finis. 

Meme si on repondait affirmativement a la question 1, cela laisserait de cote les cas 
ou les deux proprietes, stricte convexite et bord C^, tombent en defaut. En fait, lorsque 
le convexe n'est ni strictement convexe ni a bord C^, le sentiment tres nai'f est que la 
geometric de Hilbert qu'il definit a plus a voir avec la geometric riemanienne de courbure 
negative ou nulle qu'avec la geometric hyperbolique. Or, en geometric riemanienne de 
courbure negative ou nulle, les situations peuvent etre tres diverses et c'est chose peu 
aisee voire vaine que de se mettre d'accord sur une notion de finitude geometrique. 



1.1. Presentation des resultats. — II nous a fallu un certain temps avant de trouver 
la bonne definition de la notion de finitude geometrique. Parmi les definitions equivalentes 
de Bowditch, celle qui semblait la plus simple et directe a adapter etait la suivante : Fac- 
tion d'un sous-groupe discret F sur Q est geometriquement finie si tout point de l'ensemble 
limite est soit conique soit parabolique borne. C'est d'ailleurs la definition que I'on re- 
trouve dans les travaux posterieurs de Bowditch et Yaman qui concernent des espaces 
plus generaux que les varietes riemanniennes de courbure negative. 

Malheureusement, nous n'arrivions par a montrer que les autres definitions de Bowditch, 
qui font intervenir plus directement la geometric du quotient, etaient equivalentes a la pre- 
cedente. Nous n'y parvenions qu'en faisant une hypothese supplementaire sur les points 
paraboliques, que Ton devait supposer uniformement bornes (definition 5.12). 



6 



MICKAEL CRAMPON & LUDOVIC MARQUIS 



Le resultat est alors le suivant (on se reportera au texte pour les definitions, parties 5 et 
6 essentiellement ; elles sont similaires a celles qu'on trouve en geometrie hyperbolique). 

Theorems 1.2 (Theoreme 8.1). — Soient Vt un ouvert proprement convexe, stricte- 
ment convexe et a bord C^, T un sous-groupe discret de AutiQ), et M = Q/y le quotient 
correspondant. Les propositions suivantes sont equivalentes : 

(GF) Tout point de Ar est soit un point limite conique soit un point parabolique 
uniformement borne; 

(TF) Le quotient Or/p esi une orbifold d bord qui est I'union d'un compact et d'un nombre 
fini de projections de regions paraboliques standards disjointes ; 
(PEC) La partie epaisse du coeur convexe de M est compacte; 
(PNC) La partie non cuspidale du coeur convexe de M est compacte; 
(VF) Le 1-voisinage du coeur convexe de Q/y est de volume fini et le groupe T est de type 
fini. 

En particulier, un tel quotient est sage (c'est-d-dire est I'interieur d'une orbifold compacte 
a bord) et par suite le groupe T est de presentation finie. 

Nous avons longtemps pense que cet ecart etait du a une defaillance de notre part, et 
qu'on devrait pouvoir enlever I'hypothese d'uniformite. En fait, il s'avere que non : 

Proposition 1.3 (Proposition 10.6). — // existe un ouvert proprement convexe C 
P^, strictement convexe a bord , qui admet une action d'un sous-groupe T de Aut{Vt) 
telle que tout point de Ap est soit conique soit parabolique borne, mais pas uniformement 
borne. 

C'est ce qui nous a amene a introduire les definitions suivantes de finitude geometrique, 
qui respectent les terminologies introduites jusque-la (voir partie 5) : 

Definition 1.4- — Soient Q un ouvert proprement convexe, strictement convexe et a 
bord et F un sous-groupe discret de Aut(i7). 

— L 'action de F est dite geometriquement finie sur dQ si tout point de I'ensemble limite 
est soit conique soit parabolique borne. 

— L'action de F est dite geometriquement finie sur Q si tout point de I'ensemble limite 
est soit conique soit parabolique uniformement borne. On dira aussi dans ce cas que 
le quotient Q/y est geometriquement fini. 

Parmi les actions geometriquement finies, on distingue celles qui sont de covolume fini, 
et qui avaient deja ete etudiees, notamment de fagon complete en dimension 2, par le 
second auteur : 

Corollaire 1.5 (Corollaire 8.7). — Soient Q un ouvert proprement convexe de P", 
strictement convexe et a bord et F un sous-groupe discret de Aut{VL). Les propositions 
suivantes sont equivalentes : 

— V action de F sur VL est de covolume fini; 

— V action de F sur VL est geometriquement finie et Ar = dVL ; 

— l'action de F sur dVt est geometriquement finie et Ar = dVL. 

D'autres resultats apparaissent au fil du texte. Une grande partie de notre travail a 
consiste a comprendre les bouts d'un quotient geometriquement fini, autrement dit les 
sous-groupes paraboliques qui apparaissent ; c'est le 
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Theorems 1.6 (Corollaire 7.18). — Soient Vt un ouvert proprement convexe de P", 
strictement convexe et d bord et T un sous-groupe discret de Aut{Q). Si p est un point 
paraholique uniformement home de Ar de stahilisateur V = Stabr{p), alors le groupe V 
est conjugue dans SLn+i(M) d un sous-groupe paraholique de SOn,i(M). En particulier, 
le groupe V est virtuellement isomorphe a Z'^, oti 1 ^ d ^ n — 1 est sa dimension 
cohomologique virtuelle. 

Ce resultat permet d'adapter une demonstration de Benoist dans [BenOO] pour obtenir 
le theoreme suivant, qu'on trouve dans [BenOO] dans le cas ou Paction du groupe est 
cocompacte : 

Theoreme 1.7 (Theoreme 7.28). — Soient Q un ouvert proprement convexe, stricte- 
ment convexe et a hord C^, T un sous-groupe discret et irreductible de Aut{Q). Si I'en- 
semhle limite Ap de T contient un point paraholique uniformement home, alors V adherence 
de Zariski de T est soit SLn+i{^) soit conjuguee a SOn.i(M). 

Ce theoreme tombe en defaut des que I'ensemble limite ne contient pas de points 
paraboliques, ou que ceux-ci ne sont pas uniformement bornes. Ces contre-exemples sont 
directement relies a celui que I'on construit dans la proposition 1.3. 

On se rappelle que dans le theoreme 1.1 de Benoist, I'existence d'un quotient compact 
pour un ouvert strictement strictement convexe implique que la geometric de Hilbert qu'il 
definit etait Gromov-hyperbolique, tout comme le groupe cocompact implique. Voici le 
pendant de ce resultat dans notre cas : 

Theoreme 1.8 (Theoreme 9.1). — Soient Vt un ouvert proprement convexe de P", 
strictement convexe et a hordC^ et T un sous-groupe discret de Aut{Q). Si Faction de T sur 
Q est geometriquement finie, alors I'espace metrique (C(Ar),(in) est Gromov-hyperholique 
et le groupe T est relativement hyperholique par rapport a ses sous-groupes paraholiques 
maximaux. 

Remarquons bien sur que I'espace metrique (C(Ar), (ic(Ar)) n'est pas en general 
Gromov-hyperbolique. En fait, ce sera le cas seulement lorsque Ar = dQ : 

Corollaire 1.9 (Corollaire 9.6). — SoitVt un ouvert proprement convexe P", stric- 
tement convexe et a hord . Si fl admet une action de covolume fini, alors I'espace me- 
trique {Q, do) est Gromov-hyperholique. 

En ce qui concerne la recherche d'une action geometriquement finie sur dVt qui ne le 
serait pas sur il convient de noter tout de suite les restrictions suivantes, qui donnent 
des informations sur le type d'espaces et de groupes que I'on obtient dans de tels exemples : 

Theoreme 1.10 (Proposition 10.4). — Soient Vt un ouvert proprement convexe de 
P"', strictement convexe et a hord et T un sous-groupe discret de Aut{VL). Les pro- 
positions suivantes sont equivalentes : 

(i) V action de T sur Q est geometriquement finie ; 

(a) I'action de T sur dQ est geometriquement finie et les sous-groupes paraholiques de T 

sont conjugues a des sous-groupes paraholiques de SOn,i(M) ; 
(Hi) I'action de T sur dQ est geometriquement finie et I'espace metrique (C(Ar),(in) est 
Gromov-hyperholique. 

En particulier, sin = 2 ou3, I'action de T est geometriquement finie sur Q si et seulement 
si elle Vest sur dVL. 
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Disons quelques mots sur I'exemple que nous donnons pour affirmer la proposition 1.3. 
II s'agit de considerer la representation spherique de SL2(M) dans MP, dont I'ensemble 
limite dans P*^ est la courbe Veronese. Nous prouvons que cette action de SL2(M) sur 
preserve une famille {i^r}re[o.+oo] d'ouverts proprement convexes qui, hormis Qq et floo, 
sont tons strictement convexes a bord C^. Tons nos exemples proviennent alors des images 
par cette representation de reseaux de SL2(M). 

1.2. Autres travaux sur le sujet. — Personne encore ne s'etait encore interesse 
a la notion de finitude geometrique en geometric de Hilbert mais d'autres travaux ont 
ete proposes recemment sur les quotients non compacts de geometries de Hilbert. Nous 
faisons principalement reference a Particle de Suhyoung Choi [CholO] et celui de Daryl 
Cooper, Darren Long et Stephan Tillmann [CLTll]. 

Choi a une approche differente qui consiste a partir de la variete ou de I'orbifold et 
de chercher ce qu'implique I'existence d'une structure projective (strictement) convexe. 
II s'interesse egalement a I'espace des modules de telles structures et il n'est pas clair 
que les resultats obtenus puissent s'appliquer directement dans les cas consideres ici ; il 
semble que cela reste dependant de la question 1. 

Dans [CLTll], les auteurs font des hypotheses moins restrictives sur I'ouvert convexe 
considere. C'est ainsi, par exemple, qu'en s'affranchissant de I'hypothese de regularite 
C^, ils peuvent donner la version correspondante du theoreme 1.1 de Benoist dans le cas 
d'une action de covolume fini. Cela aurait ici complique et devie le propos de prendre en 
compte des cas plus generaux, et nous I'avons glisse, encore une fois, dans la question 1. 
Notons que notre travail presente quelques points communs, ce qui n'est pas etonnant, 
avec [CLTll]. En particulier, le lemme 7.12 apparait aussi dans [CLTll], encore une 
fois avec I'hypothese de regularite en moins. Des elements de la partie 6 y sont aussi 
presents. 



1.3. Plan de Particle. — Terminons cette introduction en expliquant ou Ton trouvera 
quoi. Apres des rappels de geometric de Hilbert, nous classifions et decrivons dans la sec- 
tion 3 les automorphismes d'une geometric de Hilbert definie par un ouvert strictement 
convexe (et a bord C^). C'est la classification classique, selon la distance de translation, 
entre isometric hyperbolique, parabolique et elliptique, qu'on trouve en geometric hyper- 
bolique ou de courbure negative. 

La quatrieme partie s'interesse au bord dQ, aux points de I'ensemble limite Ap, et a 
Paction du groupe P sur son ensemble limite et son domaine de discontinuite dQ \ Ap. 
L'ouvert convexe Q est a partir d'ici suppose strictement convexe a bord mais le groupe 
P est un sous-groupe discret quelconque de Aut(f2). 

On trouve les definitions de finitude geometrique dans la partie 5, dans laquelle on justifie 
notre terminologie en faisant reference a celle qui a ete employee par d'autres auteurs. 
Dans la section 6, nous rappelons le lemme de Margulis, que nous avons prouve dans 
[CMll], et en tirons les consequences sur la geometric d'un quotient d'une geome- 
tric de Hilbert. 

La section 7 etudie plus en detail les groupes paraboliques. C'est avec la section suivante 
le coeur de ce travail. On y prouve les theoremes 1.6 et 1.7, ainsi que d'autres resultats 
concernant Paction des groupes paraboliques qui nous seront utiles ensuite. 
La section 8 est consacree a la demonstration du theoreme 1.2. On y trouve aussi les 
descriptions des actions convexes-cocompactes et de covolume fini. 
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Nous demontrons le theoreme 1.8, qui concerne les proprietes d'hyperbolicite metrique, 
dans la section 9. La derniere section permet elle de faire la distinction entre les deux 
notions de finitude geo metrique que nous avons introduites, sur Q et dQ. Nous montrons 
qu'elles sont en fait equivalentes en dimension 2 et 3, puis construisons un exemple, en 
dimension 4, d'une action geometriquement finie sur dfl mais pas sur Q. 
En annexe, nous demontrons un petit resultat concernant le volume des pics, que nous 
esperons pouvoir generaliser dans un prochain travail ; il s'agit d'un travail en commun 
avec Constantin Vernicos. 
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interet. Nous tenons egalement a remercier Yves Benoist, Serge Cantat, Frangoise Dal'bo 
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2. Geometrie de Hilbert 

Cette partie constitue une introduction tres rapide a la geometrie de Hilbert. Pour une 
introduction plus complete, on pourra lire [Ver05, dlH93] ou les livres [Bus55, BK53]. 

2.1. Distance et volume. — Une carte affine A de P" est le complementaire d'un 
hyperplan projectif. Une carte affine possede une structure naturelle d'espace affine. Un 
ouvert VL de P" different de P" est convexe lorsqu'il est inclus dans une carte affine et qu'il 
est convexe dans cette carte. Un ouvert convexe Q de P" est dit proprement convexe lors- 
qu'il existe une carte affine contenant son adherence fl. Autrement dit, un ouvert convexe 
est proprement convexe lorsqu'il ne contient pas de droite affine. Un ouvert proprement 
convexe fl de P" est dit strictement convexe lorsque son bord dfl ne contient pas de seg- 
ment non trivial. 

Hilbert a introduit sur un ouvert proprement convexe Q de P" la distance qui porte 
aujourd'hui son nom. Pour x y & Q, on note p, q les points d'intersection de la droite 
{xy) et du bord dQ de fi, de telle fagon que x soit entre p et y, et y entre x et g (voir 
figure ??). On pose 



1. la quantite \p : x : y : q] designe le birapport des points p, x,y,q; 

2. I ■ I est une norme euclidienne quelconque sur une carte affine A qui contient I'adhe- 
rence de 

Le birapport etant une notion projective, il est clair que d^, ne depend ni du choix de 
A, ni du choix de la norme euclidienne sur A. 

Fait. — Soit Q un ouvert proprement convexe de P". 

1. dQ est une distance sur Q ; 

2. {Q,dQ) est un espace metrique complet ; 




et 




ou 
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3. La topologie induite par dn coincide avec celle induite par P"- ; 

4- Le groupe Aut{Q) des transformations projectives de SLn+i(M) qui preservent Q est 
un sous-groupe ferme de SLn+i(]R) qui agit par isometrics sur {Q,dQ). II agit done 
proprement sur Q. 

La distance de Hilbert dfi est induite par une structure finslerienne sur I'ouvert Q. On 
choisit une carte affine A et une metrique euclidienne | ■ | sur A pour lesquelles Q apparait 
comme un ouvert convexe borne. On identifie le fibre tangent TQ de Q h Q x A. Soient 
X & Q et V & A, on note = x'^{x,v) (resp. x~) le point d'intersection de la demi-droite 
definie par x et f (resp —v) avec dQ (voir figure ??). On pose 



Fix, V 



v\ / 1 1 



2\ ' >' Y' rtfrif 



quantite independante du choix de A et de | ■ |, puisqu'on ne considere que des rapports 
de longueurs. 

Fait. — Soient Vt un ouvert proprement convexe de P" et A une carte affine qui contient 
Vt. La distance induite par la metrique finslerienne F est la distance d^. Autrement dit 
on a les formules suivantes : 

— F{x, = — dfi{x, X + tv), pour v ^ A ; 

at ^ 

— dQ{x,y) = inf / F(&{t)) dt, ou I'infimum est pris sur les chemins a de classe 

Jo 

tel que cr(0) = x et a{l) = y. 

II y a plusieurs manieres naturelles. de construire un volume pour une geometrie de 
Finsler, la definition riemannienne acceptant plusieurs generalisations. Nous travaillerons 
avec le volume de Busemann, note Volj^. 

Pour le construire, on se donne une carte affine A et une metrique euclidienne | ■ | sur 
A pour lesquelles VL apparait comme un ouvert convexe borne. On note BiT^VL) = {f G 
I -F(x, v) < 1} la boule de rayon 1 de I'espace tangent k Q en x, Vol la mesure de 
Lebesgue sur A associee a | ■ | et = Vol({f G A | |w| < 1}) le volume de la boule unite 
euclidienne en dimension n. 
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Pour tout borelien A G O. G A, on pose : 

La encore, la mesure VoIq est independante du choix de A et de | • | . En particulier, elle 
est preservee par le groupe Aut(fi). 

La proposition suivante permet de comparer deux geometries de Hilbert entre elles. 

Proposition 2.1. — Soient Qi et D,2 deux ouverts proprement convexes de P" tels que 

— Les metriques finsleriennes Fi et F2 de Qi et Q2 verifient : F2{w) ^ Fi{w), w G 
Tfli C Tfl2, I'egalite ayant lieu si et seulement si x'^^{w) — Xq^{w) et x'^^{w) — 

— Pour tous x,y G fli, on a d^^ (x, y) ^ (a;, y) ■ 

— Les boules metriques verifient, pour tout x E Qi et r > 0, B^j^{x,r) C B^^{x,r), 
avec egalite si et seulement si D,i — 0,2- De meme, B{Txfti) C B{Tx^2)- 

— Pour tout borelien A de on a Vola^{A) ^ VoIq^{A). 

2.2. Fonctions de Busemann et horospheres. — Nous supposons dans ce para- 
grapiie que I'ouvert proprement convexe Q de P" est strictement convexe et a bord C^. 
Dans ce cadre, il est possible de definir les fonctions de Busemann et les horospheres de 
la meme maniere qu'en geometrie hyperbolique, et nous ne donnerons pas de details. 

Pour ^ G dQ et X & fl, notons Cx,£^ : [0, +00) — )■ Q la geodesique issue de x et 
d'extremite ^, soit Cx,^{0) = x et Cx,^{+oo) = ^. La fonction de Busemann basee en 
^ e do. b^{., .) : X f2 — y R est definie par : 

b^{x,y) ^ lim dn{y, Cx,^{t)) - t ^ lim dn{y, z) - dn{x, z), x,yefl. 

L' existence de ces hmites est due aux hypotheses de regularity faites sur Q. Les fonctions 
de Busemann sont de classe C^. 

L'horosphere basee en ^ e dQ et passant par x e fi est I'ensemble 

n^{x)^{yen\ b^{x,y)^0}. 
L 'horoboule basee en ^ e 9fi et passant par x e fi est I'ensemble 

H^ix) = {yen\b^{x,y)<0}. 

L'horoboule basee en ,^ G dQ et passant par a; G fi est un ouvcrt strictement convexe de 
fi, dont le bord est l'horosphere correspondante, qui est elle une sous-variete de classe 
de fi. 

Dans une carte affine A dans laquelle fi apparait comme un ouvert convexe relativement 
compact, on pent, en identifiant Tfi avec Q x A, construire geometriquement I'espace 
tangent a 'Hj(x) en x : c'est le sous-espace affine contenant x et I'intersection T^dVtr\T^dVt 
des espaces tangents a 9fi en ^ et rj = {x^) fl 9fi \ {^}. 

On pent voir que que l'horoboule et l'horosphere basees en ^ G 9fi et passant par a; G fi 
sont les limites des boules et des spheres metriques centrees au point 2; G fi et passant 
par X lorsque z tend vers ^. 
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2.3. Dualite. — A I'ouvert proprement convexe Q de P" est associe I'ouvert proprement 
convexe dual il* : on considere un des deux cones C C ]R"+^ au-dessus de fi, et son dual 

C* = {fe (M"+^)*, Vx e C, fix) > 0}. 
Le convexe fi* est par definition la trace de C* dans P((]R""'"^)*). 

Le bord de dfl* est facile a comprendre, car il s'identifie a I'ensemble des hyperplans 
tangent a fl. En effet, un hyperplan tangent a dfl en x est la trace d'un hyperplan 
if J. de M""*"^. L'ensemble des formes lineaires dont le noyau est if^; forme une droite de 
(M"+^)*, dont la trace x* dans P((]R"+^)*) est dans dfl*. II n'est pas dur de voir qu'on 
obtient ainsi tout le bord dQ*. 

Cette remarque permet de voir que le dual d'un ouvert strictement convexe a un bord de 
classe C^, et inversement. En particulier, lorsque Q est strictement convexe et que son 
bord est de classe C^, ce qui est le cas que nous etudierons, on obtient une involution 
continue x i — > x* entre les bords de i7 et 

Etant donne un sous-groupe discret F de Aut(f2), on en deduit aussi une action de F 
sur le convexe dual fl* : pour / G C* et 7 G F, 

{i-f){x) = f{r'x), xeC. 

Le sous-groupe discret de Aut(fi*) ainsi obtenu sera note F*. Bien entendu, on a (Q*)* = Q 
et (F*)* = F. 

2.4. Le theoreme de Benzecri. — On definit I'espace X* des convexes marques 
comme l'ensemble suivant : 

X* = {(n, x) I Q est un ouvert proprement convexe de P" et a; G Q} 

muni de la topologie de Hausdorff heritee par la distance canonique sur P". 
Le theoreme suivant a deja prouve maintes fois son utilite. 

Theoreme 2.2 (Jean-Paul Benzecri [Ben60]). — L'action de SLn+i(M) sur X' est 
propre et cocompacte. 

3. Classification des automorphismes 
3.1. Le theoreme de classification. — 

Definition 3.1. — Soient un ouvert proprement convexe et 7 G Aut(fi). On appelle 
distance de translation de 7 la quantite r(7) = inf (in(x,7 ■ x). 

Definition 3.2. — Soient un ouvert proprement convexe et 7 G Aut(i7). On dira que 

7 est : 

L hyperholique lorsque r(7) > et cet infimum est atteint ; 

2. quasi-hyperholique lorsque r(7) > et cet infimum n'est pas atteint ; 

3. elliptique lorsque r(7) = et cet infimum est atteint, autrement dit 7 fixe un point 
de VL ; 

4. paraholique lorsque r(7) = et cet infimum n'est pas atteint. 
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Theoreme 3.3. — Soient Vt un ouvert strictement convexe et a hord de P" 7 G 
Aut{Q). On est dans I'un des trois cas exclusifs suivants : 

1. L'automorphisme 7 est elliptique. 

2. L'automorphisme 7 est hyperholique. II a exactement deux points fixes p^,p^ G dQ, 
I'un repulsif et I'autre attractif : la suite (7")„gN converge uniformement sur les 
compacts de fl \ {p } vers p^ , et la suite (7~")neN converge uniformement sur les 
compacts de Q \ {p^} vers p~ . 

3. L ' automorphisme 7 est parabolique. II a exactement un point fixe p G dQ et preserve 
toute horosphere basee en p. De plus, la famille (7"')nez converge uniformement sur 
les compacts de Q \ {p} vers p. Mais p n'est pas un point attractif au sens de la 
remarque ci-dessous. 

En particulier, l'automorphisme 7 n'est pas quasi-hyperbolique. 




Figure 4. Isometries hyperbolique et parabolique 



Remarque 3.4- — Un point x est dit attractif pour un homeomorphisme 7 lorsqu'il 
existe un voisinage U de x tel que (7"'(W))„gN converge vers le singleton {x} en decroissant. 
Un point est repulsif pour un homeomorphisme 7 s'il est attractif pour 7^^. 

3.2. Petites dimensions. — 

Dimension 1. — Le lemme suivant est un exercice laisse au lecteur. 

Lemme 3.5. — Tout ouvert proprement convexe de est projectivement equivalent a 
Qo = M.*^. De plus, Aut{Qo) = via V action de sur lui-meme par homothetie. 

Remarque 3.6. — L'action par homothetie 7 de rapport A sur est une action par 
translation de force ln(A), c'est-a-dire Vx G M!^, dm.*^{x,'') ■ x) = ln(A). 

Dimension 2. — On pourra trouver dans [Cho94, Mar] une classification complete des 
automorphismes des ouverts proprement convexes de P^. On ne donne ici que le lemme 
necessaire pour le theoreme 3.3. 

Lemme 3.7 (Proposition 2.9 de [Mar]). — Soit un ouvert proprement convexe de 
P^. S'il existe un automorphisme 7 G Aut{Vl) qui possede trois points fixes distincts sur 
dVt alors le bord dVt de I' ouvert Vt contient deux segments distincts et non triviaux. 
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3.3. Quelques lemmes. — Sur I'adherence de tout ouvert proprement convexe f2, 
on peut introduire la relation d'equivalence suivante : 



On appelle ainsi facette les classes de cette relation d'equivalence. Le support d'une 
facette est I'espace projectif qu'elle engendre. On remarquera que les facettes de Q sont 
des ouverts proprement convexes de leur support. Lorsqu'une facette est un singleton {p}, 
le point p est dit extremal. 

Lemme 3.8. — Soit Vt un ouvert proprement convexe. Soient {Xn)nim {yn)neN d^ux 
suites de points de Q telles que : 

1. la suite {xn)n&i converge vers un point Xoo G dVt ; 

2. la suite {dn{xn,yn))nm ^st majoree ; 

3. le point Xoo est un point extremal de Q. 

Alors, la suite {yn)nm converge vers le point x^o G dQ. 

Demonstration. — C'est une consequence de la proposition suivante 3.9 qui est demontre 
dans [Mar 10b]. □ 

Proposition 3.9. — Soient VL un ouvert proprement convexe de P" et x^o un point de 
dQ. On note S la facette de Q contenant x^o et E son support. 

Pour toute suite de points (xn) de Q et tout reel R > 0, si la suite tend vers 

Xoo alors la suite {B^^{R)) converge vers la boule B^^{R) pour la distance de Hausdorjf 
induite par la distance canonique dean de P" (voir figure 5). 



Lemme 3.10. — Soient VL un ouvert proprement convexe ei 7 G AutiVt). S'il existe un 
point X E Vt tel que la suite (7" ■ x)n<m converge vers un point extremal p G dVL, alors la 
suite (7")„eN converge uniformement sur les compacts de Q vers p. 



<^ le segment [x, y\ peut se prolonger strictement 

a ses deux extremites et rester dans Vt 
<^ les points x et y sont dans la meme facette de Vt. 




Figure 5. Degenerescence des boules 
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Demonstration. — Commengons par montrer que la suite (7"')n6N converge simplement 
vers p sur Q. Soit y & Q. II sufRt d'appliquer le lemme 3.8 precedent aux suites x„ = 7" ■ x 
Gt Z/n = 7" ■ y- La suite {d^{Xn,yn))ne'M 6st bien majoree puisque, 7 etant une isometric, 
elle est constante egale a dQ{x,y). 

On obtient la convergence uniforme sur les compacts pour la meme raison. En effet, 
comme les (7")„gN sont des isometrics, elles forment en particulier une famille equi continue 
d'applications. □ 

Lemme 3.11. — Soit Vt un ouvert proprement convexe. Tout point d' accumulation dans 
dQ de la suite (7" ■ x)n(^n qui est un point extremal de Q est un point fixe de 7. 

Demonstration. — Soit p un point d'accumulation de la suite (7" ■ x)n&n qui est dans 
dQ. II existe une extractrice (nj)^^^ tel que limj_5.oo 7"' ■ x = p. Le lemme 3.8 montre que 
la suite (7^+"* ■ x) converge vers p car p est extremal. L 'application 7 est continue sur 
P" D Q, il vient que 7(p) = p. □ 

3.4. Demonstration du theoreme de classification 3.3. — Nous aurons besoin de 
la proposition suivante : 

Proposition 3.12 (Lemme 3.2 de [Ben05]). — Si un element 'j E SLn+i(M) preserve 
un ouvert proprement convexe alors le rayon spectral ^(7) (c'est-d-dire le module de la plus 
grande valeur propre de 'y) est une valeur propre dont la droite propre appartient a Q. En 
particulier, tout automorphisme d'un ouvert proprement convexe possede un point fixe 
dans Q. 

Demonstration du theoreme 3.3. — D'apres la proposition 3.12, I'homeomorphisme 7 : 
f2 — 7- ^7 possede un point fixe dans f2. S'il existe un point x E fixe par 7, alors 7 est 
elliptique et il n'y a rien a montrer. On pent done supposer que tout point fixe de 7 est 
dans dVt. Nous allons a present distinguer 3 cas. 

1. II existe au moins trois points distincts x,y,z E dQ fixes par 7. 

2. II existe exactement deux points distincts x,y E dQ fixes par 7. 

3. L 'automorphisme 7 fixe un et un seul point de dQ. 

Commengons par montrer que le premier cas est exclu. Les points x, y, z ne sont pas 
alignes car le convexe Q est strictement convexe. Le plan projectif P engendre par les 
points X, y, z est preserve par 7, tout comme I'ouvert proprement convexe P (1 Q de P. 
Comme P est un espace projectif de dimension 2, le lemme 3.7 montre que le bord du 
convexe P (IQ contient un segment non trivial. Par consequent, Q n'est pas strictement 
convexe, ce qui contredit I'hypothese. 

Si on est dans le second cas alors le segment ouvert s =]x,y[ de Q est preserve par 7 
et inclus dans Q puisque Q est strictement convexe. Le lemme 3.5 montre que I'element 
7 agit comme une translation sur s et que I'un des points x, y est attractif pour Paction 
de 7 sur s et I'autre est repulsif. On note p+ I'attractif et p~ le repulsif. Le lemme 3.10 
montre que (7")neN converge uniformement sur les compacts de Q vers et la suite 
(7~'^)neN converge uniformement sur les compacts de Q vers p~. Montrons la convergence 
sur les compacts de \ {p~}- On se donne un compact K de Q \. {p~} et on choisit un 
hyperplan H de Q qui separe p~ de K. Les convexes '~f"'{H) fl Q convergent vers p'^ et 
done K aussi. On procede de la meme fagon avec p^ . 
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II nous reste a montrer qu'un tel element est hyperbolique. Pour cela, on va montrer que 
pour tout 6 G \ s, et pour tout point a G s, 76) > d^{a,'ya). Sur le segment 

ouvert s, I'element 7 agit comme une translation, la quantite (in(a,7a) ne depend done 
pas du point a G s. On note (resp. H~) I'hyperplan tangent a dQ en (resp. 

Soit Hf, I'hyperplan passant par fl H~ et le point b. On note a I'unique point 
de I'intersection Hi, fl s. La distance de Hilbert est definie a I'aide de birapports et par 
consequent on a : dn{a,'-f{a)) = ^ln{[H~ : Hi, : jiHi,) : H^]). De plus, comme I'ouvert 
Q est strictement convexe, on a [H" : Hi, : 'y{Hi,) : H~^] < [qi, : b : 7(6) : pi,], ou qi,,Pb 
sont les points d'intersections de la droite (67(6)) avec dQ, tels que 7(6) soit entre b et 
Pb (voir figure 6). L'infimum de la distance de translation de 7 est done atteint par tout 
point de s et seulement par les points de s. En particulier, I'automorphisme 7 n'est pas 
quasi-hyperbolique. 
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Figure 6. L'automorphisme 7 est hyperbolique 



Enfin, si l'automorphisme 7 fixe un et un seul point p de dVL, le lemme 3.11 montre que 
pour tout point x G fi, le seul point d'accumulation de la bi-suite (7"a;)„gz est I'unique 
point fixe de 7. Par consequent d'apres le lemme 3.10, la bi-suite {'^^x)n^'L converge vers 
p uniformement sur les compacts de VL. Un raisonnement analogue au precedent montre 
que la convergence a lieu sur les compacts de \ {p}. 

Montrons maintenant que r(7) = 0. Pour cela, on se donne un point x G ^2 et une suite 
{xn)nm de points de la demi-droite [xp[ qui converge vers p. La suite de points {'^Xn)nm 
est done sur la demi-droite [7X p[ et converge vers p. La suite des droites (x„ 7a;„) converge 
vers la droite intersection du plan projectif engendre par p, x, 7X et de I'hyperplan tangent 
a f2 en p. Comme le bord du convexe est de classe C^, on en conclut que 7X„) tend 

vers 0. 

II reste a montrer que 7 preserve toute horosphere basee en p. Voyons d'abord que les 
fonctions de Busemann basees en p sont invariantes par 7 : pour tons o, x G fi, 

6p(70, 7x) = lim ^^(70, z) - dn{'yx, z) = lim dn{'yo, -^z) - dn{ix, 7^) 

z^p z—^p 

= \imdn{o,z) - dn{x,z) 

z—^p 

= bp{o,z), 
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? 

Figure 7. La distance de translation est nulle 

puisque, si z tend vers p, 72; egalement. Ainsi, pour tout x G fi, 

'^vil^) = e bp{-fx,y) = 0} = {y e n, 6p(x,7"^?/) = 0} = 'jHpix); 

autrement dit, 7 preserve I'ensemble des horospheres basees en p. Maintenant, pour tous 
x,y E fl, on a. 

bp{x, 7x) = bp{x, y) + hp{y, 'yy) + hpijy, 7x) = hp{y, 7?/) := a G M. 

Or, \bp{x,gx)\ ^ dn{x,gx), ce qui implique que pour tout x G Q, dQ{x,'jx) ^ \a\. De 
r((7) = 0, on deduit que a = 0, c'est-a-dire que 7X G 'Hp{x). □ 

En fait, la classification du theoreme 3.3 reste valable lorsque I'ouvert est seulement 
suppose strictement convexe. Pour montrer que la distance de translation d'un automor- 
phisme parabolique 7 est nulle, on utilise alors le lemme suivant, du a McMuUen, et le 
fait que le rayon spectral de 7 est necessairement 1 (sinon, 7 aurait plus d'un point fixe). 
Pour des resultats plus generaux, on pourra consulter [CLTll]. 

Lemme 3.13 (Curtis McMullen, Theoreme 2.1 de [McM02]) 

Soient un ouvert proprement convexe de P" 7 G Aut{Q) . On a 

^In l^max (^p(7), p(7"^), p(7)p(7"^))^ ^ ^(7) < In (^max (p(7), p(7"^))^ 
En particulier, si p{'j) = p{'J^^) alors t{'j) = ln(p(7)) ; et si p{'j) = 1 alors t{'j) = 0. 

Dans tout ce qui suit, sauf mention explicite, Q designera un 
ouvert proprement convexe, strictement convexe et a bord C^. 



3.5. Sous-groupes nilpotents discrets de Aut(f2). — 
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Points fixes et discretude. — 

Proposition 3.14- — Soient 'j et 6 deux elements non elliptiques de Aut{VL) qui en- 
gendrent un sous-groupe discret de Aut[Q). Supposons que 'y et 6 fixent un meme point 

X e on. 

1. Si '-f est paraholique, alors 5 est parabolique. 

2. Si 7 est hyperbolique, alors 6 est hyperbolique et il existe fc, / G Z tel que '^^ = 5K 

Demonstration. — Supposons pour commencer 7 hyperbolique. On pent supposer que le 
point fixe attractif de 7 est x, et on appelle y son point repulsif. On veut montrer que 5 
est hyperbolique et fixe le point y. 

Si I'element 5 ne fixe pas y, I'element 7' = 5''j5~^ est hyperbolique, fixe le point x et le 
point 5{y) 7^ y. II preserve done le segment Or, si z g]x,?/[, la famille de points 

(ultimement) distincts 7'~"7"' ■ z s'accumule dans fi, ce qui contredit la discretude de 
Paction de F sur f2. 

Ainsi, si 7 est hyperbolique et si 5 fixe x alors 5 fixe aussi le point y. Par suite, 5 est 
hyperbolique grace au theoreme 3.3. Le groupe engendre par 7 et 5 agit proprement sur 
le segment ]x,y[c. Vt. Or, le groupe Aut(]x, ?/[) est isomorphe a M; il existe done des 
entiers A;, / G Z tel que 7^^ = 5K 

Enfin, si 7 est parabolique et si 5 fixe x alors on vient de voir que 5 ne pent etre 
hyperbolique. II est done parabolique via le theoreme 3.3. 

□ 

Points fixes et groupes litres. — Un simple argument de ping-pong donne la 

Proposition 3.15. — Soient j et 6 deux elements non elliptiques de Aut{Q) dont les 
points fixes sont deux a deux disjoints. Supposons que Fixi^) et Fix{6) sont deux ensembles 
disjoints. Le groupe engendre par les elements j et 6 est un sous-groupe discret de Aut{Q) 
qui contient un groupe libre a deux generateurs. 

Les sous-groupes nilpotents discrets de Aut{Q). — 

Corollaire 3.16. — Soit T un sous-groupe discret, nilpotent, infini, et sans torsion de 
Autip). Alors 

1. soit tous les elements deV \ {Id} sont hyperboliques et T est isomorphe a Z; 

2. soit tous les elements de T \ {Id} sont paraboliques . 

Demonstration. — La proposition 3.15 montre que tous les elements de F doivent avoir 
un point fixe commun, sinon le groupe F contiendrait un groupe libre non abelien et ne 
serait done pas nilpotent. La proposition 3.14 montre qu'alors les elements de F (differents 
de I'identite) sont tous hyperboliques ou bien tous paraboliques. De plus, s'ils sont tous 
hyperboliques, le deuxieme point de la proposition 3.14 montre que F est isomorphe a 
Z. □ 

On dira par la suite qu'un sous-groupe discret de Aut(r2) est 

— elliptique si tous ses elements sont elliptiques et fixent le meme point ; 

— parabolique s'il contient un sous-groupe d'indice fini dont tous les elements sont 
paraboliques et fixent le meme point ; 
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— hyperboUque s'il contient un sous-groupe d'indice fini engendre par un element hy- 
perbolique. 

Le corollaire precedent montre qu'un sous-groupe discret de Aut(fi), qui est virtuellement 
nilpotent et infini, est soit parabolique, soit hyperbolique. 

On remarquera qu'un sous-groupe parabolique contient necessairement uniquement des 
elements paraboliques alors qu'un sous-groupe hyperbolique pent contenir des elements 
elliptiques d'ordre 2 qui echange les deux points fixes des elements hyperboliques du 
groupe en question. 

4. Les notions classiques vues dans le monde projectif 

Le but de cette partie est de rappeler les definitions d'ensemble limite, de domaine de 
discontinuite, d'action de convergence et de domaine fondamental ; cela nous permettra 
de montrer dans le cadre des geometries de Hilbert des propositions bien connues de 
geometric hyperbolique. 

4.1. Ensemble limite et domaine de discontinuite. — Comme en geometric hyper- 
bolique, on pent definir I'ensemble limite et le domaine de discontinuite d'un sous-groupe 
discret de Aut(i7) de la fagon suivante. 

Definition 4-1- — Soit F un sous-groupe discret de Aut(r2) et a; G ^2. L'ensemble limite 
A-p de F est le sous-ensemble de dQ suivant : 

Ar = F ■ a; \ F ■ x, 

ou X est un point quelconque de Q. Le domaine de discontinuite Or de F est le comple- 
mentaire de I'ensemble limite de F dans Q. 




Figure 8. Ensemble limite et domaine de discontinuite 



L'ensemble limite Ap, s'il n'est pas infini, est vide ou consiste en 1 ou 2 points, auxquels 
cas F est respectivement elliptique, parabolique ou hyperbolique. On dit que F est non 
elementaire si Ap est infini. Dans ce dernier cas, I'ensemble limite Ap est le plus petit 
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ferme F-invariant non vide de dQ. Ainsi, Ar est I'adherence des points fixes des elements 
hyperboliques de F. Le lemme suivant decrit grossierement I'ensemble limite. 

Lemme 4-2. — Soit F un sous-groupe discret non elementaire de Aut{Q). L 'ensemble 
limite Ar est un compact parfait. De plus, si A-p ^ dQ alors Ap est d'interieur vide. 

Demonstration. — On commence par montrer par I'absurde que Ar est un compact par- 
fait. Puisque Ar est I'adlierence des points fixes des elements hyperboliques de F, s'il 
existe un point isole x G Ar alors le point x est fixe par un element hyperbolique 7. On 
pent supposer que x est point fixe attractif de 7. Comme F n'est pas elementaire, il existe 
un point ?/ G Ar qui n'est pas fixe par 7. La suite (7*^ ■ y)nim converge done vers le point 
X lorsque n tend vers I'infini et tons les points de cette suite sont difTerents de x. Ce qui 
contredit le fait que le point x est isole. 

Montrons a present le deuxieme point. Le ferme Oy H dVl est un ferme F-invariant done 
il contient Ar, qui est le plus petit ferme F-invariant. Par consequent, Oy D dVl = dQ, 
autrement dit Oy H dQ est dense. Autrement dit encore, Ar est d'interieur vide. □ 

Remarque 4-3. — II est possible de definir I'ensemble limite d'un sous-groupe de 
SLn_|_i(M) agissant sur P" dans des cas plus generaux. On pourra se referer aux travaux 
de Benoist [BenOO], Yves Guivarc'h [Gui90] ou Guivarc'h et Jean-Pierre Conze [CGOO]. 
En fait, il suffit que le groupe soit irreductible et proximal. 

Definition 4 •4- — Soit F un sous-groupe de SLn+i(]R). On dira que F est irreductible 
lorsque les seuls sous-espaces vectoriels de ]R"+^ invariants par F sont {0} et ]R"+^. On dira 
que F est fortement irreductible si tons ses sous-groupes d'indice fini sont irreductibles, 
autrement dit si F ne preserve pas une union finie de sous-espaces vectoriels non triviaux. 

Lorsque F est un sous-groupe discret de Aut(i7), F est irreductible si et seulement si 
I'interieur C(Ar) de I'enveloppe convexe de son ensemble limite Ar est non vide. Dans 
ce cas, C(Ar) est le plus petit ouvert convexe de P" preserve par F. En fait, il n'est pas 
difficile de voir qu'alors F est fortement irreductible. En effet, si G est un sous-groupe 
d'indice fini de F alors pour tout element hyperbolique /i de F, il existe un entier n ^ 1 
tel que /i" G G, et done Ac = Ar. 

4.2. Action de F sur son domaine de discontinuite. — Le but de cette partie est 
de montrer le lemme suivant. 

Lemme 4-5. — Soit F un sous-groupe discret de Aut{Q). Le groupe F agit proprement 
discontinument sur Oy- 

Compactification du groupe des transformations projectives de P". — Le groupe 
PGL„+i(]R) est un ouvert dense de I'espace projectif P(End(M"+^)), ou End(]R"+^) 
designe I'espace vectoriel des endomorphismes de ]R"+^. Ce dernier nous fournit done 
une compactification de PGL„+i(M) en tant qu'espace topologique. On rappelle qu'un 
element 7 de P(End(M""^^)) definit une application de P" \ A^(7) vers P*^, ou A^(7) est le 
projectivise du noyau de n'importe quel releve de 7 a End(]R"+^). 

De plus, la proposition suivante permet de decrire cette compactification. 
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Proposition 4-6. — Soient (7n)neN une suite d' elements du groupe PGLn+i{^) et 700 
un element de ¥{End{W''^^)) . La suite (7n)neN converge vers 700 dans ¥{End{W^^^)) si et 
seulement si la suite (7n)„gN converge vers 700 sur tout compact de P" \ A^(7oo)- 

Cette proposition et des details sur la compactification du groupe PGL„+i(]R) sont 
donnes dans [Gol]. 

Action de convergence. — 

Definition -^.7. — Soit F un groupe agissant par homeomorphisme sur un compact par- 
fait X. L'action de F sur X est une action de convergence si, pour toute suite (7ri)neN 
de F, il existe une sous-suite (7nJj6N de F et deux points a,b E X tels que (7nJieN G 
converge uniformement vers b sur X \ {a}. 

Proposition 4-8. — Soient Q un ouvert proprement convexe de et (7n)neN 'f^^e suite 
d'un sous-groupe F de Aut{Q). On suppose que la suite (7„)n6N converge vers 700 dans 
F{End{W^)) et que V application 700 est singuliere. 

Alors les sous-espaces Im{'~foo) ct A^(7oo) rencontrent Q mais ne rencontrent pas Q. 
En particulier, si le convexe VL est strictement convexe a bord alors Imi^^o) est reduite 
a un point z qui est inclus dans dfl et A^(7oo) est un hyperplan dont I 'intersection avec Q 
est reduite a un point x G dQ. De plus, le point z est dans V ensemble limite de F. 

Demonstration. — L'action du groupe Aut(i7) sur VL est propre. Par consequent, pour 
tout point X E Vt., tout point d'accumulation de la suite (7„(a;))„6N est sur le bord dVl 
de Vt. Mieux, si un point Xq G est tel que la suite (7n(a;o))neN converge vers un point 
G dVt, la proposition 3.9 montre qu'il existe une facette 5 de i7 incluse dans dVt 
contenant telle que, pour tout x G fi, la suite (7„(x))„gN sous-converge vers un point 
Vx e S. 

Remarquons ensuite que, par construction de la compactification, I'ensemble A^(7oo) 
n'est pas vide et n'est pas P" tout entier. II existe done un point Xq G tel que Xq ^ A^(7oo)- 
Le paragraphe precedent montre qu'alors aucun point de Vt n'est dans A^(7oo) et qu'il existe 
une facette 5 de i7 incluse dans dVt et telle que 7oo(fi) C S. Comme est un ouvert de 
P", on a Im(7oo) G E, ou E est le support de S. Ce qui montre le resultat pour Im(7oo). 

Un raisonnement par dualite permet de montrer le second point. Le noyau de 7* =*7~^ 
n'est rien d'autre que le dual de I'image de 7. On obtient ainsi le resultat pour A^(7oo) en 
utilisant le convexe dual Q* de Q defini au paragraphe 2.3. 

Les ameliorations dans le cas strictement convexe a bord sont evidentes. □ 

Theorems 4-9. — Soient Vt un ouvert strictement convexe a bordC^ de P" et F un sous- 
groupe discret et irreductible de Aut{Q). Les actions de F sur les compacts dQ et Q sont 
des actions de convergence. 

Demonstration. — La proposition 4.8 montre que tout point d'accumulation d'une suite 
(7n)neN d'automorphismes de Q qui n'est pas stationnaire est de la forme 



ba-. 



n 
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ou le point b est I'unique point de I'image du point d'accumulation 700 choisi de la suite 
(7n)neN, et le point a est I'intersection du noyau 700 avec Q. La proposition 4.6 montre 
que la suite {'~fn)nm sous-converge uniformement sur les compacts de \ {a} vers ba- 
C'est ce qu'il fallait montrer dans les deux cas. □ 

Demonstration du lemme 4-5. — Supposons que Paction de F sur Or = Q \ A-p ne soit 
pas proprement discontinue. II existe done un compact K et une suite d'automorphismes 
(7n)neN tel que JniK) H K pour tout n G N. 

L'action de F sur Q est de convergence (theoreme 4.9), il existe done deux points a et 6 
tels que la suite (7n)neN sous-converge vers b uniformement sur les compacts de i7 \ {a}. 
De plus, le point b est un point de Ap. Par consequent, il existe un voisinage U de b dans 
n tel que U n K = 0. 

D'un autre cote, si n est assez grand, on a 'Jn{K) C U, ce qui contredit le fait que 
7„(K) nK pour tout n G N. □ 

4.3. Domaines fondamentaux. — Le theoreme de Dirichlet possede un analogue 
dans le monde projectif convexe. Rappelons qu'un domaine fondamental pour Faction 
d'un groupe discret F sur un espace topologique X est un ferme d'interieur non vide D 
de X tel que F ■ D = X et 7 ■ Z) fl 7' ■ Z) = si et seulement si 7 et 7' sont deux elements 
distincts de F. Un domaine fondamental est dit localement fini si tout compact de X ne 
rencontre qu'un nombre fini de translates de D par F. 

Theoreme 4-10 (Jaejeong Lee, [Lee, Lee08]). — Soient Q un ouvert proprement 
convexe et F un sous-groupe discret de Aut{Q). II existe un domaine fondamental convexe 
et localement fini pour Faction de F sur Q. 

On pourra trouver une courte demonstration de ce theoreme dans [Mar]. 



5. Action geometriquement finie sur Ar et sur Q, 
5.1. Action afRne des sous-groupes paraboliques. — 

Definition 5.1. — Soit un ouvert convexe de P" (a priori non proprement convexe). 
Un sous-espace affine T inclus dans est dit maximal lorsqu'il n'existe pas de sous-espace 
affine de contenant strictement J-" et inclus dans VL. 

On note vr la projection naturelle W^^^ \ {0} — ?■ P". Tout sous-espace affine F de P*^ 
est la projection via vr d'un sous-espace affine F de ]R"+^ qui ne contient pas I'origine de 
]^n+i^ Deux sous-espaces affines F et F' ont la meme trace 7r(F) = 7r(F') si et seulement 
s'ils engendrent le meme sous-espace vectoriel de M""*"^. 

On dira que deux sous-espaces affines de P" ont la meme direction lorsque les sous- 
espaces affines de M"^^ correspondant ont la meme direction, c'est-a-dire la meme partie 
lineaire. La direction commune est un sous-espace vectoriel de M"^"*"^, qui correspond a un 
sous-espace projectif de P". Par exemple, la direction d'une carte affine est precisement 
son hyperplan a I'infini. 

Remarque 5.2. — Soit Vl un ouvert convexe de P". Deux sous-espaces affines maximaux 
inclus dans VL ont la meme direction F^axi qui est un sous-espace projectif de P". La 
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\ ^ max j 



ou on a note Fmnr est un releve de Fmm a 



Dn+l 



Si "p est un point et A une partie de P", on note D^i^A) I'ensemble des droites concou- 
rantes en p et rencontrant A. 




La proposition suivante est immediate. 

Proposition 5.3. — Soient Vt un ouvert proprement convexe de P" et p & dQ. L 'en- 
semble Dp = Vp{Q) des droites concourantes en p et rencontrant Q est un ouvert convexe 

de I'espace projectif F^"^ = P (w^'^^/pj des droites concourantes en p. 

Un point p G dfl est un point de classe de dQ si et seulement si le convexe Vp{Q) est 
une carte affine A^"^ de Pp"-*^. 

Remarque 5.4- — Si le point p G dQ n'est pas un point de classe de dfl alors les 
espaces affines maximaux inclus dans le convexe T'p(fi) ont la meme direction (remarque 
5.2). Cette direction commune est precisement I'ensemble des directions dans lesquelles 
dQ est de classe en p. 

On rappelle que, sauf mention explicite, I'ouvert Q est un ouvert proprement convexe 
strictement convexe a bord C^. 

Lemme 5.5. — Soit T un sous-groupe discret et sans torsion de Aut{Q), qui fixe un 
point p de dQ. II existe une representation fidele de T dans le groupe affine Aff{W^~^) des 
transformations affines de M""-*^. 

Demonstration. — Si le groupe F preserve le point p alors il preserve I'ensemble des 
droites passant par p. Or, I'ensemble des droites passant par p est un espace projectif 
¥1~\ trace de 1' espace vectoriel quotient IR"^^/^. Le groupe F agit projectivement sur 
cet espace projectif P^^^. De plus, comme p est un point de dQ, le groupe F preserve 
I'hyperplan tangent TpdQ a dQ en p; il agit done par transformation affine sur I'espace 
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afRne A^"^ des droites passant par p qui ne sont pas incluses dans TpdQ, qui n'est rien 
d'autre que Vp{Q). 

Cette representation est fidele : un element qui fixe toutes les droites issus de p, fixerait 
tons les points de dQ. □ 

Notations. — Si p est un point de dQ, on notera a present A^"^ I'espace affine T'p(f2) 
des droites passant par p qui ne sont pas contenues dans I'hyperplan tangent TpdQ a dQ 
en p. 

Si C est une partie convexe de Q, on designera par Vp{C) I'adherence, dans A^^^, de 
I'ensemble J)p{C) des droites concourantes en p rencontrant C . Remarquons que si A est 
une partie de O, alors Vp{C{A)) n'est rien d'autre que I'enveloppe convexe de Vp{A\{p}) 
dans Ap"-*^. 




Figure 10 



5.2. Finitude geometrique. — Nous allons definir deux notions de finitude geome- 
trique via la nature des points de I'ensemble limite Ar- Pour cela, on s'inspire des defini- 
tions donnees en geometrie hyperbolique ou plus generalement pour les espaces metriques 
hyperboliques, pour lesquels on dispose des memes objets que dans le cas present. 

5.2.1. Points paraboliques homes. — La definition suivante fait I'unanimite pour Paction 
d'un groupe discret par isometrics sur un espace Gromov-hyperbolique. Nous I'adoptons 
ici. 

Definition 5.6. — Soit F un sous-groupe discret de Aut(i7). Un point x G Ar est un 
point paraholique home si Faction du groupe Stabr(x) sur Ar \ {x} est cocompacte. 
Le rang d'un point parabolique borne x G Ar est la dimension cohomologique virtuelle 
du groupe Stabr(x). Le point parabolique x G Ar est dit de rang maximal si son rang 
vaut dimfi — 1, autrement dit si Stabr(x) agit de fagon cocompacte sur dVt \ {x}. 

Remarque 5.7. — La dimension cohomologique d'un groupe discret F sans torsion est 
un entier tel que, pour toute action libre et propre de F sur une variete contractible 
de dimension n, on a n ^ nr, avec egalite si et seulement si Faction est cocompacte. Si le 
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groupe r est virtuellement sans torsion, alors on pent montrer que tons ses sous-groupes 
d'indice fini sans torsion ont la meme dimension cohomologique et on appelle ce nombre 
la dimension cohomologique virtuelle de F. On pourra consulter [Ser7l]. 

Remarquons que si x est un point parabolique borne alors Stabr(a;) est parabolique, 
c'est-a-dire qua indice fini pres, il est compose uniquement d'elements paraboliques qui 
fixent le meme point. 

5.2.2. Points limites coniques. — En geometric hyperbolique, on trouve la definition 
suivante, qui convient a notre cadre : 

Definition 5.8. — Soit F un sous-groupe discret de Aut(f2). On dit qu'un point x G Ar 
est un point limite conique lorsqu'il existe une suite d'elements {'~fn)nm de F, un point 
Xo G une demi-droite [xi,a;[, et un reel C > tel que : 

1. 7„ ■ xo X 

n—^oo 

2. c/n(7„ ■ xo, [xi,x[) ^ C 

Remarque 5.9. — Un point x G Ar est un point limite conique si et seulement si la 
projection d'une (et done de toute) demi-droite terminant en x sur fi/p retourne une 
infinite de fois dans un compact de 

Cette definition de point conique ne convient pas a un espace metrique X Gromov- 
hyperbolique, et on en trouve une autre dans ce contexte : un point x G dX est un point 
limite conique pour Paction d'un groupe F sur X lorsqu'il existe deux points distincts 
a,b & dX et une suite d'elements (7n)„eN de F tel que 7^ ■ x — ?• a et 7„ • ?/ — > b pour 

n—^oo n— >oo 

tout y ^ X. 

Bien sur, cette derniere definition est equivalente a la precedente lorsqu'on I'applique a 
la geometric hyperbolique. L'avantage de cette derniere definition est sa nature purement 
topologique et non geometrique. Cela reste vrai dans notre cas, et cela nous permettra de 
montrer la proposition 5.14 : 

Lemme 5.10. — Soit F un sous-groupe discret de Aut{VL). Un point x G Ar est un point 
limite conique si et seulement s'il existe deux points a et b distincts de dQ et une suite 
d'elements {'~fn)ne'M de F tels que 

— 7„x tend vers a ; 

— pour tout y G dQ \ {x}, 7„?/ tend vers b. 

Demonstration. — Commengons par montrer que cette condition est suffisante. S'il existe 
deux points distincts a,b E dQ et une suite (5n)nGN d'elements de F tel que 5„ ■ x — )■ a 

n— >oo 

et 6n ■ y — b pour tout y ^ x. On pose 7„ = 6^^ et on se donne xq G Q. 

n—^oo 

La suite (7„ • Xo)neN x car sinon la suite de termes (5„(7„ ■ Xq) = Xq sous-convergerait 
vers b. II faut a present montrer que la quantite suivante : dul'^n ■ Xq, [xo,x[) est majoree 
independamment de n. Mais, les automorphismes 7„ sont des isometrics, on a done d^{'^n ■ 
Xo, [xo,x[) = dQ,{xo,5n{\xo,x\)) — )■ (in(xo, ]&, ci[) < oo car (5„-xo — >■ b. La derniere inegalite 
est stricte car Vt est strictement convexe. 

Montrons a present que cette condition est necessaire. 

II existe un point xq G et une suite (7n)neN d'elements de F tel que 7„ ■ Xq — )■ x et 
dn{ln ■ Xq, [xq,x\) cst majorcc par une constante C > independamment de n. On pose 
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5n = on note D la droite passant par xq et x, enfin on note q le point d'intersection de 
D avec dVL qui n'est pas x. Les droites 6n{D) forment une famille de droites qui rencontre 
la boule fermee de centre Xq et de rayon C. On pent done supposer quitte a extraire que 
ces droites convergent vers une droite [ab), on les points a, 6 G dQ et a ^ b. On en deduit 
que Sn ■ X —J- a et 6n ■ q b. 

71— >00 71— >00 

II vient que pour tout point y G [xq, x[, on &6n-y — b. II n'est pas difficile d'en deduire 

71— >00 

alors que pour tout y E Q, si y x alors 6n ■ y b car le point b est extremal. □ 

5.3. Action geometriquement finie sur r2 et (9^2. — On trouve la definition suivante, 
que ce soit en geometric hyperbolique ou pour un espace Gromov-hyperbolique : 

Definition 5.11. — Soient X un espace Gromov-hyperbolique et F un sous-groupe dis- 
cret d'isometries de X. L'action de F sur X est dite geometriquement finie lorsque tout 
point de I'ensemble limite Ar est un point limite conique ou un point parabolique borne. 

En depit des ressemblances, il s'avere que cette definition ne va pas convenir dans notre 
cadre. Bien sur, elle convient lorsque la geometric de Hilbert est Gromov-hyperbolique 
mais nos hypotheses sur le convexe sont bien plus faibles. En geometric hyperbolique, la 
finitude geometrique admet des definitions equivalentes de nature plus geometriques, qui 
justifient I'appelation geometriquement fini. Ces dernieres font sens dans notre contexte 
mais ne sont plus equivalentes a la precedente, sinon a une version plus forte, qui demande 
plus aux points paraboliques bornes. C'est ce que nous introduisons maintenant. 

Definition 5.12. — Soit F un sous-groupe discret de Aut(r2). Un point x G Ar est un 
point parabolique uniformement borne si Faction du groupe Stabr(x) sur Pp(C(Ar \ {x})) 
est cocompacte. 

On pent donner alors la definition suivante : 

Definition 5.13. — Soit F un sous-groupe discret de Aut(f2). L'action de F sur dfl 
(resp. Q) est dite geometriquement finie lorsque tout point de I'ensemble limite est un 
point limite conique ou un point parabolique borne (resp. uniformement borne). On dira 
que le quotient M = fi/p est geometriquement fini lorsque Faction de F sur fl est geome- 
triquement finie. 

Ceci introduit deux notions differentes a priori : la finitude geometrique de Faction 
de F sur dQ et la finitude geometrique de faction de F sur Q . On verra que ces deux 
notions sont effectivement differentes et que cela n'a rien d'evident. On essaiera aussi de 
dire quand elles coincident. C'est I'objet de la derniere partie. 

La definition "traditionnelle" de finitude geometrique est done celle dont on precise ici 
qu'elle est sur dfl . Comme on le verra dans la partie 8, celle qui porte sur Q admet des 
definitions equivalentes concernant la geometric du quotient fi/p. Lorsque Faction de F 
est geometriquement finie sur dQ mais pas sur Q, le quotient fi/p ne jouit par consequent 
d'aucune de ces proprietes geometriques, et on ne saurait qualifier sa geometric de finie. 
Nous esperons ainsi justifier notre terminologie. 



FINITUDE GEOMETRIQUE EN GEOMETRIE DE HILBERT 



27 



5.4. Dualite. — Si 7 G Aut(f2) est hyperbolique, les seuls hyperplans projectifs tan- 
gents a dQ preserves par 7 sont les hyperplans T^+dQ et T^-dQ tangents a dQ en ses deux 
points fixes. L 'element correspondant 7* G T* est done aussi hyperbolique, ses points fixes 
sont {x^y = T^+dQ et {x~)* = T^-dQ. De meme, on voit que si 7 G Aut(f2) est un element 
parabolique fixant p G dfl alors son dual 7* G T* est parabolique de point fixe p*. Cela 
implique en particulier qu'etant donne un sous-groupe discret F C Aut(f2), I'application 
duale X 1 — > x* de dQ dans dQ* envoie Ap sur Ap*. 

Proposition 5.14- — Soit T un sous-groupe discret de Aut{Q). L 'action de T sur dQ 
est geometriquement finie si et seulement si I'action de T* sur dVt* est geometriquement 
finie. 

Demonstration. — Bien sur, il suffit de prouver une seule implication. Supposons done 
que I'action de F sur dQ est geometriquement finie. II suffit de montrer que I'application 
X I — > X* de dQ dans dQ* envoie un point limite conique pour F sur un point limite 
conique pour F* et un point parabolique borne pour F sur un point parabolique borne 
pour F*. 

Soit done x G Ap un point limite conique. II existe done, d'apres le lemme 5.10, deux 
points a et 6 distincts de dQ et une suite d'elements (7„)neN de F tels que 7„x tend vers 
a et pour tout y G dQ \ {x}, 'jnU tend vers b. Le convexe Q etant suppose strictement 
convexe a bord C^, cela implique la convergence de jnX* vers a* et de jny* vers b* pour 
tout y X, puisque ces points s'identifient aux plans tangents T.y^xd^l, Tadfl, T^^ydQ et 
TbdQ. Le point x* est done un point limite conique. 

Soit maintenant a; G Ar un point parabolique borne. Le groupe Stabr*(a;*) n'est rien 
d'autre que le groupe (Stabr(x))*. Or, Stabr(a;) agit cocompactement sur Ar \ {x}, done 
sur {TydQ, ?/ G Ar \ {x}} qui s'identifie a Ar* \ {x*}. Cela montre que Stabr*(x*) agit 
cocompactement sur Ar* \ {x*}. □ 

Remarque 5.15. — Le corollaire 10.5 montrera que I'action de F sur Q est geometri- 
quement finie si et seulement si Faction de F* sur fl* I'est. 



6. Decomposition du quotient 

6.1. Lemme de Zassenhaus-Kazhdan-Margulis. — Les auteurs ont montre dans 
[CMll] le lemme suivant qui est le premier pas vers la description des actions geometri- 
quement finies. 

Lemme 6.1. — En toute dimension n, il existe une constante > tel que : pour tout 
ouvert proprement convexe Q deF"", et tout point x G fi, tout groupe discret engendre par 
des automorphismes 7i,...,7p G Aut{Q) qui verifient dQ{x,'~fi ■ x) ^ est virtuellement 
nilpotent. 

Une telle constante sera appele constante de Margulis. 
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6.2. Decomposition du quotient. — 

Dans toute la suite, on se fixe un reel e > qui est une constante de 
Margulis pour les ouverts proprement convexes de P". Tons les resultats qui 
suivent sont independants de ce choix. 

On va introduire ici les definitions et notations que nous utiliserons par la suite. Soit F 
un sous-groupe discret de Aut(n). Pour tout sous-groupe G de F, on note 

— pour X E Q, Gs{x) le groupe engendre par les elements 7 G G tels que dn{x,'y-x) < e ; 

— QeiG) = {x e ^ I Ge{x) est infini} ; 

— ^'^{G) = {x E Q I Gs{x) est infini et parabolique} ; 

— MgiG) = Qi;iG)/Y et M^{G) = Q'^{G)/y les projections de ces differents ensembles 
sur M = n/Y- 

Dans le cas ou G est le groupe F tout entier, on abregera ces notations en Q^, Q'^, 
et M^. 

La partie est la partie fine de M. Dans le cas oii M est une variete, autrement dit 
quand F est sans torsion, c'est I'ouvert des points de M dont le rayon d'injectivite est 
strictement inferieur a e. 

Le complement aire de dans Q sera note fi^ et sa projection sur M, . L'ensemble 
est la partie epaisse de M, complementaire de la partie fine dans M. Lorsque M est 
une variete, c'est l'ensemble des points de M dont le rayon d'injectivite est superieur ou 
egal a e. 

L'ensemble est la partie cuspidale de M . Son complementaire dans Vt sera note Vl^ ; 
sa projection M"'^, complementaire de M^, est la partie non cuspidale de M. Enfin, on 
appellera les composantes connexes de la partie cuspidale de M^f les cusps de M . 
Enfin, on designera par C(Ar) I'enveloppe convexe de Ap dans VL. Le coeur convexe de M 
est le quotient est I'adherence du C(Ar)/p dans fi/p, on le note C{M). 
On remarquera que C(Ar) est un ouvert convexe de Q et que C{M) est un ferme de f^/p. 
Le lemme suivant donne une premiere description de ces differentes parties. 




Figure 11. Le coeur convexe 
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Figure 12. Parties fine et epaisse 



Lemme 6.2. — Soit T un sous-groupe discret de Aut{Q). 

1. La partie fine de M est la reunion disjointe des parties Ms{G) ou G parcourt les 
sous-groupes virtuellement nilpotents maximaux de T, c'est-d-dire les sous-groupes 
hyperboliques et paraholiques maximaux de T . 

2. Les parties Ms{G), oil G parcourt les sous-groupes virtuellement nilpotents maximaux 
de r, sont connexes, et d'adherences disjointes. 

3. Lorsque G est un sous-groupe hyperbolique de T, la partie M^{G) est relativement 
compacte dans M . 

4- Lorsque G est un sous-groupe parabolique de T fixant p G dQ, la partie fie(G) est 
etoilee dans Q enp, et p est le seul point de dQ adherent a Q^{G). 

5. La partie cuspidale est la reunion disjointe des parties Mi,{G), ou G parcourt les 
sous-groupes paraholiques maximaux de T . 

6. La partie fine de la partie non cuspidale, c'est-d-dire M^'^ = \ M^, est la reunion 
disjointe des parties Mi;{G), oil G parcourt les sous-groupes hyperboliques maximaux 
de r. 

Demonstration. — 1. Par definition, M^{G) C pour tout sous-groupe G de F. Main- 
tenant, si a; e Me, il existe un element non elliptique 7 G F tel que dQ{x,'yx) < e. 
Le groupe engendre par 7 est nilpotent et infini, et done x G Me((7)). De plus, les 
parties Me{G) sont disjointes. En effet, s'il y avait un point x qui etait a la fois dans 
M^{G) et dans M^IG'), le groupe discret engendre par G et G' serait nilpotent par 
le lemme de Margulis, contredisant le fait que G et G' sont maximaux. 

2. Soit G un groupe virtuellement nilpotent maximal, que I'on pent supposer sans 
torsion. On va montrer que M^{G) est ouvert et ferme dans M^. L'ouverture de 
MgriG) decoule de la definition. Pour la fermeture, considerons une suite de 
points dans Mi,[G) qui converge vers x dans M^. II existe ainsi un element non 
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elliptique 7 G F tel que dQ{x,'yx) < e. Par continuite, on a aussi (ir2(x„,7x„) < e 
lorsque n est assez grand, et ainsi le groupe engendre par G et 7 est nilpotent, 
d'apres le lemme de Margulis. Comme G est maximal, on a forcement 7 G G et 
done X G Me(G), autrement dit Mf^iG) est ferme. 

3. Soit G le groupe nilpotent hyperbolique engendre par I'element 7. Tout domaine 
fondamental convexe et ferme C pour Faction de G sur VL intersecte I'axe de 7 en 
une partie compacte. II est alors clair que dQ_{x,'^x) ^ e des que x est un point de 
C dont la distance a I'axe de 7 est superieure a une certaine constante. Autrement 
dit, n G est un voisinage relativement compact de fl C, et done Mi;{G) est 
relativement compact dans M. 

4. Soit G un sous-groupe parabolique de F qui fixe le point p G dVt. Prenons 
X G dVt \ {p} et parametrons la geodesique {xp) par r : M — > M, de telle fagon 
que r(— 00) = a;, r(+oo) = p, r{t) G {xp),t G M. La convexite de Q montre que la 
fonction / : t 1 — > d^{r{t),'yr{t)) est decroissante. La stricte convexite entraine que 
/ tend vers +00 en —00, et vers en +00. C'est exactement ce qu'on voulait montrer. 

5. Cela decoule directement de la definition et du premier point. 

6. La partie non cuspidale de M est par definition reunion de la partie epaisse et des 
parties fines non cuspidales. Ces dernieres sont exactement les parties Me(G), ou G 
parcourt les sous-groupes hyperboliques de F ; les points precedents montrent que 
ces parties sont connexes, d'adherences compactes et disjointes. 

□ 




Figure 13. Decomposition du quotient 
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7. Sur les sous-groupes paraboliques 

7.1. Quelques resultats preliminaires sur les groupes algebriques. — Nous al- 
iens avoir besoin de plusieurs resultats et definitions sur les groupes algebriques lineaires 
reels ; on pourra consulter le livre [Hum75] . 

Soit G un sous-groupe de SLn_|_i(]R) Zariski-ferme. Un element g & G est dit semi-simple 
(resp. unipotent) lorsque g est diagonalisable sur C (resp. {g — l)""*"^ = 0). On note S{G) 
(resp. U{G)) I'ensemble des elements semi-simples (resp. unipotents) de G. 

L'ensemble U{G) est un ferme de Zariski de G; par contre, I'ensemble S{G) ne I'est 
pas en general. 

Proposition 7.1 (Proposition 19.2 de [Hum75]). — SoitG un groupe algebrique re- 
soluble et connexe. Le groupe G est nilpotent si et seulement si S{G) est un sous-groupe de 
G. Dans ce cas, I'ensemble S{G) est un ferme de G pour la topologie de Zariski, le groupe 
S{G) est abelien et le groupe G se decompose en le produit direct G = S{G) x hl{G). 

Proposition 7.2 (Lemme 4.9 de [Ben]). — Soit V un sous-groupe de SLn+i(]R). Si 
toutes les valeurs propres de tous les elements de T sont de module 1 alors toutes les 
valeurs propres de tous les elements de V adherence de Zariski de T sont aussi de module 
1. 

Remarque 7.3. — II faut bien faire attention au fait que, dans I'enonce precedent, le 
corps de base est M. Cette proposition est fausse sur un corps quelconque. Sur le corps 
des complexes, le groupe compact SU„ est Zariski-dense dans le C-groupe SL„(C) ; sur les 
corps p-adiques, le groupe compact SL„(Zp) est Zariski dense dans le Qp-groupe SL„(Qp). 
Pourtant, les valeurs propres des elements de ces deux groupes sont toutes de modules 1. 
Le phenomene exceptionnel qui explique cette proposition sur M est que le sous-groupe 
compact maximal SO„(]R) de SL„(]R) est Zariski-ferme. 

Theoreme 7.4 (Kostant-Rosenlicht (Theoreme 2 de [Ros61] ou appendice de 
[Bir71])) 

Soit U un groupe algebrique unipotent agissant sur un espace affine. Toute orbite de U 
est Zariski ferme. 

Theoreme 7.5 (Theoreme de Mal'cev (Theoreme 2.1 de [Rag72])) 

Soit U un sous-groupe Zariski ferme de SLn+i(]R). Si U est unipotent, alors tout sous- 
groupe discret et Zariski-dense T de U est un reseau cocompact de U . 

Lemme 7.6. — Soit V un sous-groupe parabolique de Aut{VL) fixant un point p. On note 
M I'adherence de Zariski deV etU le sous-groupe de M constitue des elements unipotents 
de U. 

Le quotient M jjj est compact, le groupe V est un reseau cocompact de M , V action de M 
sur AJJ-i est propre et V action de U sur A" est libre. En particulier, si V action de V 
sur dQ \ {p} est cocompacte alors I'action de U sur A^^-*^ est simplement transitive. 

Demonstration. — Le groupe V est virtuellement nilpotent ; par consequent, quitte a 
passer a un sous-groupe d'indice fini, on pent supposer que V est nilpotent et Zariski- 
connexe. L'adherence de Zariski de P est alors un sous-groupe nilpotent Zariski-ferme 
de SLn_|_i(]R). On note U I'ensemble des elements unipotents de N et on note K I'ensemble 
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des elements semi-simples de M . La proposition 7.1 montre que u et un groupe et que M 
est le produit direct de U et le groupe K est abelien. 

La proposition 7.2 montre que toutes les valeurs propres des elements de K sont de 
module 1. Or, les elements du groupe abelien K sont tons semi-simples par consequent 
K est compact. 

Montrons a present que le groupe discret V est un reseau du groupe de Lie M . Le 
groupe derive \P.,V] de V est Zariski-dense dans le groupe unipotent [A/", A/] = \U^hl\. Le 
theoreme 7.5 montre que le groupe [P, V] est un reseau cocompact de [M ,M]. Considerons 
les projections Tii : M ^ ^l[M,M] = ^l[UM] ^ ^ ^2 : ^/[U,Af] ^ ^l[UM\ 
quotient U est un groupe de Lie abelien unipotent par consequent, il est isomorphe 

a un espace vectoriel reel. Le groupe 7^2 o est Zariski-dense dans I'espace vectoriel 

U par suite tt20t^i{V) est un sous-groupe cocompact deU/pf ^jy II vient que 7ri{V) 
est un sous-groupe cocompact de -f^/^j^f j\fj- Done, V est un reseau cocompact de A/". 

Ensuite, considerons Paction de V sur I'espace affine A^"^ des droites de passant 
par p mais qui ne sont pas contenu dans I'hyperplan tangent a dQ en p. Le groupe N' agit 
aussi sur A^"^. L'action de V sur A^"^ est propre et V est un sous-groupe cocompact de 
Af par suite agit proprement sur A^"^. 

Comme Paction de A/" sur A^"^ est propre le stabilisateur de tout point de A^"^ est 
compact. Mais le groupe U est unipotent et tout element d'un groupe compact est semi- 
simple. L'action de U sur A^"^ est done libre. 

Enfin, si Paction de V sur Ap~^ est cocompact comme I'orbite de tout point de A^"^ sous 
Paction de U est Zariski-ferme par le theoreme 7.4, Paction de Af sur A^"^ est transitive 
et Paction de U sur A^^^ est simplement transitive. □ 

7.2. Description des sous-groupes paraboliques uniformement bornes. — 

Dans cette partie, nous decrivons les sous-groupes paraboliques des sous-groupes discrets 
de Aut(f2) dont Paction est geometriquement finie sur Q. Ceux-ci sont en fait conjugues 
dans SLn+i(]R) a des sous-groupes paraboliques de SOn,i(M) et done en particulier 
virtuellement abeliens. 



7.2.1. Un petit lams sur les unipotents qui preservent un convexe. — 

Definition 7.7. — Soit 7 G SLn+i(]R) un element unipotent. On appelle degre de 7 le 
plus petit entier k tel que (7 — 1)'^ = 0. 

Soit 7 G SLn+i(]R) un element unipotent qui preserve un ouvert proprement convexe 
quelconque. Benoist a remarque dans [Ben06a] (lemme 2.3) que le degre de 7 etait 
necessairement impair. L'argument est tres cours, repetons-le pour faciliter la lecture. On 
regarde Paction de 7 sur la sphere projective c'est-a-dire le revetement a deux feuillets 
de P". Un calcul explicite de 7" dans une base donnant une matrice de Jordan montre que, 
si k est pair alors dans on a lim 7 ■ x = — lim 7 ■ x pour tout x G §" en dehors d'un 

n— >+oo n—^—00 

hyperplan. Par consequent, si k est pair, 7 ne pent preserver d'ouvert proprement convexe. 

De plus, si I'ouvert Q est strictement convexe, alors il existe un unique bloc de Jordan 
de 7 de degre maximal k et tons les autres blocs de Jordan de 7 sont de degre strictement 
inferieur a k. C'est une consequence du theoreme 3.3. En effet, I'elelement unipotent 7 est 
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necessairement un element parabolique de Aut(Q) ; il possede done un unique point fixe 
attractif, ce qui impose I'unicite du bloc de degre maximal. 

On obtient ainsi que I'unique point fixe p de 7 sur dQ est I'image de (7 — 1)'^"^. En 
effet cet espace est une droite de M""*"^ : c'est la droite engendree par le premier vccteur 
du bloc de Jordan de degre k de 7. En fait, il existe un hyperplan H de P" tcl que si 
X ^ H alors 7" • x — >■ p lorsque n — >■ ±00. 

On obtient aussi I'existence d'une droite attractive. L'image D de (7 — l)'^"^ est un plan 
de M""*"^, done une droite de P" : c'est le plan engendre par les deux premiers vecteurs du 
bloc de Jordan de degre k de 7. Si D' est une droite de P" et D' H alors 7" ■ D' ^ D. 
On appellera cette droite la droite attractive de 7. Cette derniere assertion est simplement 
une consequence du calcul des 7* et des (7 — 1)* dans une base donnant une matrice de 
Jordan. 

On pent resumer I'essentiel de ce paragraphe dans la proposition suivante : 

Proposition 7.8. — Soit 7 e Aut{fl) un element unipotent. Le degre k de j est impair 
et le bloc de Jordan de degre maximal est unique. 

Definition 7.9. — Une courbe §^ — )■ P"^ est dite convexe lorsqu'elle est incluse dans le 
bord d'un ouvert proprement convexe. 

Lemme 7.10. — Soit 7 G Aut{VL) un element unipotent. On note p le point de dQ fixe 
par 7, H Vhyperplan tangent dfl en p etU = {g^} le groupe a un parametre engendre par 
7. Si X ^ H, r application 

pi ^ pn 

teR I — > 7* • X 
00 I — > p 

definit une courbe Cx algebrique, lisse et convexe. De plus, la tangente a Cx en p est la 
droite attractive de 7. 

Demonstration. — Si 7 possede un unique bloc de Jordan non trivial, alors, dans un 
systeme de coordonnees convenable, Cx est definie par [t : s] — )■ [t^^^ : t^^'^s : ... : s^~^ : 

I : ... : 1] ou A; est le degre de 7 ; autrement dit, Cx est la courbe Veronese de degre k — 1. 

II suffit alors d'appliquer cette remarque a chaque bloc de Jordan de 7. □ 

Proposition 7.11. — Soit 7 (resp. g) une matrice unipotente possedant un unique bloc 
de Jordan de degre maximal impair k ^ 5 (resp. de degre 3). On suppose que '~f et g ont le 
meme point attractif p, la meme droite attractive et que ker(7 — 1)^ = ker^g — 1)^. Alors 
I'element [7,5'] est unipotent de degre 2. En particulier [7,(7] ne preserve pas d'ouvert 
proprement convexe. 

Demonstration. — C'est un simple calcul. On calcule le bloc principal de [7,5'], pour cela 
on definit les matrices suivantes : 





n 1 


••• 


o\ 




1 


1 ■-. 




Jk — 




■-. 1 









■-. 1 


1 




\Q ■■■ 


... 


1/ 




Mil 



a2 


a2 


a2 


a2 


2 


2 


2 


2 


—a 


a ■ ■ 


—a 


a 



34 



MICKAEL CRAMPON & LUDOVIC MARQUIS 



Ainsi, Jfc est le bloc de Jordan canonique de degre k, c'est une matrice de taille k x k, 
M21 est une matrice de taille 2 x /, ou / est un nombre pair et a G M. 

Par hypothese, les matrices de 7 et (7 ont, dans une base convenable, la forme suivante : 

ou U est une matrice triangulaire superieure avec uniquement des 1 sur la diagonale et 
dont les blocs de Jordan sont de degre strictement inferieur a k et a ^ 0. Ainsi, on a, 

//2,2 M2V3 

[1,9]= 1 

\ In+l-k 

Par consequent, [7,(7] est une matrice unipotente de degre 2. □ 
Terminons cette partie sur un lemme cle : 

Lemme 7.12. — SoitU un sous-groupe unipotent de AutiVt) fixant un point p G dVt. Si 
r action de U sur dQ \ {p} est transitive, alors Q est un ellipsoide. 

Demonstration. — Cette proposition se demontre par recurrence. En dimension = 2, 
I'unique groupe unipotent qui preserve un convexe est le groupe suivant : 





a 








1 


a 


1 ,a G m| 












u 

Si on note 61,62,63 les vecteurs de la base canonique de M^, alors I'orbite sous lA d'un 
point qui n'est pas sur la droite projective < 61, 62 > est une ellipse privee du point < 61 >. 



Supposons maintenant que la propriete soit demontree pour un ouvert convexe de P"~i 
et prenons C P". On va montrer que le bord de VL est de classe a hessien defini positif. 
Le theoreme 7.13 d'Edith Socie-Methou permettra de conclure que VL est un ellipsoi'de. 
On note H I'hyperplan tangent a en p. Comme le groupe lA est unipotent, il preserve 
un sous-espace F de dimension n — 2 inclus dans H. L 'ensemble des hyperplans contenant 
F est I'espace projectif ¥{W^^^ / p) = F^, ou F designe le releve de F a M"'^-'^. L'action 
de U sur P(]R"+^/^) preserve I'hyperplan H done U agit par transformations affines sur 
P(M"'+^/^) \ H = A^. Ces transformations affines etant unipotentes, U agit en fait par 
translations sur P(]R"+^/^) \ H. On obtient done un morphisme : W — )■ M. 
On note {Ht)tep'^ 1^ parametrage de la famille des hyperplans de P" contenant F par P^, 
obtenu en posant Hoo = H. Ainsi, le noyau V de y9 preserve chacun des hyperplans Ht. 
Par consequent, si t 7^ 00, le groupe V preserve les ouverts proprement convexe Vtt = QClHt 
qui sont strictement convexes a bord C^. L'action de V sur dQt \ {p} etant clairement 
transitive, I'hypothese de recurrence montre done que les Qt sont des ellipsoi'des. 
Soit 7 G W \ V. Si la droite attractive de 7 est incluse dans F, alors il existe un element 

G V tel que g et j ont le meme point fixe p et la meme droite attractive, par consequent, 
le lemme 7.11 montre que I'element [7,5^] ne preserve pas d'ouvert proprement convexe ce 
qui est absurde. 
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Par consequent, la droite attractive de 7 n'est pas incluse dans F, et le convexe est 
de classe a hessien defini positif. En effet, le theoreme 7.4 applique a Faction de U sur 
I'espace affine ^ H montre que I'ensemble dQ \ {p} est Zariski-ferme ; il est lisse car le 
groupe algebrique U agit transitivement sur ce dernier. L'ensemble dQ est la completion 
algebrique de dQ \ {p} dans P", c'est une sous-variete de classe : le point p est de 
classe puisque dans la direction de F c'est un ellipsoi'de, et dans la direction donnee 
par la droite attractive de 7, c'est une courbe algebrique convexe lisse (lemme 7.10). De 
la meme fagon, le bord du convexe dual Q* est aussi de classe et done dQ est a hessien 
defini positif. C'est ce qu'il fallait montrer. □ 

Theoreme 7.13 (Socie-Methou [SM02]). — Un ouvert proprement convexe de ¥^ 
dont le bord est de classe d hessien defini positif et le groupe d'automorphisme est non 
compact est un ellipsoi'de. 

On pent a present se lancer dans I'etude des sous-groupes paraboliques uniformement 
bornes. Commengons par traiter le cas des 

7.2.2. Sous-groupes paraboliques de rang maximal. — Le lemme precedent va permettre 
d'obtenir le theoreme suivant. 

Theoreme 7.14- — Soit V un sous-groupe parabolique discret de Aut{Q) fixantp. Si le 
groupe V est de rang maximal, alors il preserve des ellipsoides et S'^^^ tels que 

- a^*"* n a^^^* = 9^™* ndQ = 9^^^* ndn = {p} ; 

— S^^^ est une horoboule de I'espace hyperbolique {S^^'^ , d^^xt) . 

En particulier, le groupe V est conjugue dans SLn+i(]R) a un sous-groupe parabolique de 

SOn,l(M). 




Demonstration. — Soient JV I'adherence de Zariski de V dans SLn+i(M) et U = IA{N') le 
sous-groupe des elements unipotents de M . Le lemme 7.6 montre que le groupe V est un 
reseau cocompact de M et que Paction de U sur A^"^ est simplement transitive. 
Soient H I'hyperplan tangent a dVL en p et a; G P" \ H. D'apres le theoreme 7.4 applique 
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a Paction de lA sur I'espace afRne \ H, I'orbite lA ■ x est une sous-variete algebrique lisse 
Ca; de P" \ i7 ; est homeomorphe a ]R"~^ puisque U ■ (px) = A^^^ est homeomorphe a 

On pent considerer I'enveloppe convexe de dans P" qui est un ouvert proprement 
convexe de P" : en effet, on a lim7 ■ x = p quand 7 tend vers I'infini dans V et done 
egalement quand 7 tend vers I'infini dans A/". Le groupe U agit simplement transitivement 
sur dSx \ {p} car dS^ \ {p} se projette bijectivement sur A^"^. Par consequent, = 
dSr, \ {p}. 

Le bord dSx de Sx, qui est la completion algebrique de Cx dans P" est un ferme de 
Zariski de P'^. La variete algebrique dSx est partout lisse sauf peut-etre en p. Comme 
U agit transitivement sur I'espace afRne Ap~^ des droites passant par p qui ne sont pas 
incluses dans H, le bord dSx admet un unique plan tangent en p : I'hyperplan H. Comme 
convexe, on en deduit que son bord dSx est de classe au point p. 

Par consequent, Sx est un ouvert proprement convexe a bord C^. Le meme raisonnement 
montre que le dual S* de Sx est un ouvert proprement convexe a bord et done que Sx 
est un ouvert proprement convexe strictement convexe a bord C^. Le lemme 7.12 montre 
alors que Sx est un ellipsoide. 

Comme Paction de V sur dQ \ {p} est cocompacte, on pent trouver x et y tels que 
Sx C n C Sy. On pose alors = Sx et S^""^ = Sy. □ 

Remarque 7.15. — En faisant varier le point x le long d'une droite passant par p et 
coupant Q, on voit que le groupe V preserve une famille a un parametre d'ellipsoi'des 
tangents a Q en p. 

Notons tout de suite une consequence de ce resultat. 

Corollaire 7.16. — SoitV un sous- groupe paraholique de rang maximal de AutiQ) fixant 
le point p de dVL. Le quotient H/p de toute horoboule H basee en p par V est de volume 
fini. 

Demonstration. — Bien entendu, il suffit de montrer le resultat pour une seule horoboule. 
Prenons comme dans le theoreme 7.14, et appelons VoP"* le volume hyperbolique 
qu'il definit ; on a VoP"* ^ VoIq sur les boreliens de (proposition 2.1). Comme V agit 
cocompactement sur dVt \ {p}, on pent choisir une petite horoboule H deVL incluse dans 
gmt (Jqj^i; ig bord ne rencontre celui de f^*"* qu'en p. Cette horoboule H est contenue dans 
une horoboule i/*"* de de telle fagon que H/jy C if*"*/^ et on a 

Voln(if/p) ^ VoP"*(/7-*/p). 

Or, le convexe S^'^^ est un ellipsoi'de, la geometrie de Hilbert qui lui est associee est la 
geometrie hyperbolique. On sait done que VoP"*(iJ*"'*/p) est fini. □ 

7.2.3. Cas general. — Le lemme suivant permet de ramener le cas general au cas ou le 
rang du sous-groupe parabolique est maximal. 

Lemme 7.17. — Soient T un sous-groupe discret de Aut{Q) et p & A-p un point parabo- 
lique uniformement borne. Le groupe V = Stab^lp) preserve un sous-espace projectifF^'^^ 
qui contient p et intersecte Q, avec d le rang de V. 
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En particulier, le groupe V est un sous-groupe parabolique de rang maximal de Aut{Qp), 
oil Qp designe I'ouvert proprement convexe P^^^ fl Q. 

Demonstration. — Voyons I'ensemble Ar \ {p} comme un sous-ensemble de A^"^, et 
notons V = Pp(C(Ar)) : c'est, dans A^"^, I'adherence de I'enveloppe convexe de Apx {p}. 
Soit K Tensemble des sous-espaces affines maximaux inclus dans I'adherence de V. Les 
elements de K ont tons la meme direction D. L'ensemble K s'identifie a un ferme convexe 
dans I'espace afiine A^"^/^, qui, par definition, ne contient pas de droite. Montrons qu'il 
ne contient pas non plus de demi-droite. 

Pour cela, compactifions I'espace A^"^ en A^"^ en lui ajoutant l'ensemble des demi-droites 
passant par un point a G A^^^ fixe, qui n'est rien d'autre qu'une sphere. Si x est un point 
de Ap~^ et 7 un element d'ordre infini de V alors la limite dans A^"^ de la suite 7" ■ x 
verifie que lim ■ x = — lim 7" ■ x car le degre de tout element de V est impair. Ainsi, 

n— ^+00 n—^—00 

si X est un point de V, on voit que I'espace des demi-droites incluses dans K est stable 
par la symetrie centrale de centre x ; autrement dit, si une demi-droite est dans incluse 
dans K, la droite entiere I'est egalement, ce qui est impossible. 

Par consequent, le ferme K est proprement convexe. L'action de V sur K = A^'^/jj 
possede done un point fixe, le centre de gravite de K. Autrement dit, V preserve un sous- 
espaces affine maximal F de J-", dont la dimension est necessairement egale a la dimension 
cohomologique d de V. II ne reste plus qu'a faire machine arriere : F est un sous-espace 
affine de Ap^^ = i7/pP"]9 \ TpdQ, qui engendre le sous-espace projectif F de fi/pP^p, lui 
aussi P-invariant ; I'espace est le releve a P" de F. □ 

Notons C6ne(p, C(Ar)) = {y E \ y E {px),x G C(Ar)}. On en deduit le coroUaire 
suivant. 

CoroUaire 7.18. — Soient T un sous-groupe discret de Aut{Q) et p E A-p un point pa- 
rabolique uniformement borne. Alors le groupe V = Stabr{p) est virtuellement isomorphe 
d 7/ et preserve des ellipsoides et 8^^^ tels que 

- d£''^* n (9£^^* = (9^™* f\dVL = 9^^^* r\dVL = {p} ; 

- n Cdne(p, C(Ar)) Cdne(p, C(Ar)) C E^'"' n Cdne(p, C(Ar)) ; 

- est une horoboule de de I'espace hyperbolique {£^^* ^d^ext). 

Demonstration. — Le lemme precedent nous fournit un ouvert convexe Vlp C P;^+^ dont 
le groupe V est un sous-groupe parabolique de rang maximal. Prenons deux ellipsoides 
7^-invariants et de comme dans le theoreme 7.14. 

II existe done des ellipsoides P-invariants f^*"* et 8'^^^ de P" tels que Vtp fl f^*"* = f^^"* et 
fipflf^^^* = £^p^*. L'action de V sur I'adherence, dans A^"^ de Pp(C(Ar)) etant cocompacte, 
on pent, quitte a prendre f^*"* et 8^^^ plus petits ou plus grands (c'est possible car, d'apres 
la remarque 7.15 on en a en fait une famille a un parametre), faire en sorte que et 
£ext verifient les conditions de I'enonce. □ 



7.3. Constructions des regions paraboliques standards. — Rappelons pourquoi il 
est agreable que nos groupes paraboliques soient conjugues a des groupes paraboliques de 
SOn_i(]R). lis apparaissent ainsi comme sous-groupes paraboliques d'isometries de I'espace 
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Figure 15. CoroUaire 7.18 



hyperbolique, mais surtout leur action sur preserve une metrique euclidienne. Le 

theoreme de Bieberbach permet alors de les decrire : 

Theoreme 7.19 (Bieberbach, Theoreme 5.4.4 de [Rat06]) 

Soit V un sous-groupe discret d'isometries de I'espace euclidien E*^. II existe une de- 
composition V = T X R du groupe V et un sous-espace E de dimension d tels que 

— le groupe R est fini et agit trivialement sur E ; 

— le groupe T est isomorphe d Z"^ et agit cocompactement par translations sur E. 

On va maintenant decrire Paction d'un sous-groupe parabolique "uniformement borne" 
sur Q. 

Definition 7.20. — Soit V un sous-groupe parabolique de Aut(fi) fixant le point p G 
dQ. Une bande parabolique standard basee en p est la projection sur dQ d'une partie V- 
invariante fermee, convexe et d'interieur non vide de A^"^, sur laquelle Paction de V est 
cocompacte. 



Remarquons que, bien que les bandes standards soient definies comme des parties de 
dfl \ {p}, elles proviennent de convexes de A^"^. On passera souvent d'un point de vue 
a Pautre, en essayant de rester le plus clair possible. 

Proposition 7.21. — Soient T un sous-groupe discret de Aut{Q) et V un sous-groupe 
parabolique de F fixant le point p G dQ. Les faits suivants sont equivalents : 
(i) le point parabolique p est uniformement borne; 

(a) le groupe V est conjugue a un sous-groupe parabolique de SOn^i(]R) ; 
(Hi) il existe une bande parabolique standard pour V. 

Demonstration. — {i) {ii) L'implication {i) =^ [ii) etait Pobjet de la partie precedente. 
Reciproquement, si V est conjugue a un sous-groupe parabolique de SOn^i(M), alors il 
preserve une metrique euclidienne sur A^"^. D'apres le theoreme 7.19, il existe un sous- 
espace Ap de dimension d ^ 1 sur lequel V agit par translations et cocompactement. 
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L'ensemble Ar \ {p} (vu dans A^"^) est inclus dans un voisinage de A^ de taille r finie. 
Ce voisinage est un ensemble convexe et il contient done aussi I'enveloppe convexe de 
A-p \ {p} dans A^"^, sur laquelle le groupe V agit encore cocompactement. Autrement 
dit, le point p est un point parabolique uniformement borne. 

(z) =^ {in) Si p est un point parabolique uniformement borne, Taction de V sur I'adherence 
de C(Ar \ {p}) dans A^"^ est cocompacte ; I'adherence de C(Ar \ {p}) dans A^"^ est 
done une bande parabolique standard. 

[iii) =^ (a) Supposons qu'il existe une bande standard B pour V. En procedant comme 
dans la preuve du lemme 7.17, on voit que l'ensemble K des espaces affines maximaux 
inclus dans B, qui ont tons la meme direction D, est compact. Ainsi, V stabilise un sous- 
espace affine A^ sur lequel il agit cocompactement. On en deduit, d'apres le theoreme 
7.14, que V est conjugue a un sous-groupe parabolique de SOn,i(M). □ 

Definition 7.22. — Soit V un sous-groupe parabolique uniformement borne de F fixant 
un point p. Si V est de rang maximal alors une region parabolique standard basee en p est 
une horoboule de centre p. Si V n'est pas de rang maximal alors une region parabolique 
standard basee en p est I'enveloppe convexe du complement aire d'une bande standard 
d'interieur non vide de V dans Q. 

Dans le cas ou Q est un ellipsoi'de, on retrouve les regions paraboliques standards 
considerees par Bowditch [Bow93]. 

Proposition 7.23. — Soient T un sous-groupe discret de Aut{Q) et p un point parabo- 
lique uniformement borne de Ar, de stabilisateur V dans T. 

Toute region parabolique standard R est une partie convexe et V -invariante de Vt, la va- 
riete a bord (i7 \ (i? U {p}))/^? est compacte et l'ensemble RClQ est un ouvert. 
En particulier, si D-p est un domaine fondamental convexe localement fini pour Faction 
de V sur Vl, alors I'adherence de D-p \ R dans f2 ne contient pas p. 

Demonstration. — Si le groupe V est de rang maximal, c'est evident. 
Soit done B la bande parabolique standard definissant la region parabolique standard R. 
L'ensemble D{Dp) est un domaine fondamental pour Paction de V sur A^"^ et I'inter- 
section de D{Dp) avec B est un domaine fondamental pour Paction de V sur B, qui est 
compact. II vient alors que I'adherence de D-p^R dans Q ne contient pas p. Ce qui montre 
que la variete a bord {Q \ (i?U est compacte. Les autres points sont triviaux. □ 

Remarque 7.24. — Donnons-nous un sous-groupe discret F de Aut(i7) et un point para- 
bolique p G Ar uniformement borne. On pent construire une region parabolique standard 
pour le stabilisateur P de p de la fagon suivante. 

Pour un point x de C(Ar), on considere le plan tangent Tx'Hp{x) ; il separe f2 en deux 
ouverts convexes et on appelle VL{x,p) celle qui contient p. On obtient une region parabo- 
lique standard en choisissant une horoboule Hp basee en p, de bord I'horosphere "Hp, et 
en posant 

Rh,= fl n{x,p). 

x£C(Ar)nHp 

Plus generalement, on pent considerer les intersections 

n ^{x,p), 
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pour toute partie A convexe et P-invariante. En particulier, on pourrait prendre pour A 
un ouvert convexe Qp preserve par V. 




Figure 16. Remarque 7.24 



De cette derniere remarque, on deduit le 

Corollaire 7.25. — Soient T un sous-groupe discret de Aut{Q) et p un point parabolique 
uniformement borne de dQ de stabilisateur V dans T. II existe une horoboule H basee en 
p telle que 

Rh n C(Ar) = Hf} C(Ar) C Vl,{V). 

Demonstration. — Fixons a dans notons Ht I'horoboule 

Ht = {x E VL, bp{o,x) ^ t}, 

et Ht I'horosphere au bord de Ht. Pour tout t G M, Faction de P sur C(Ar) fl Tit est 
cocompacte et on a 

lim sup dQ{x,'yx)=0. 

On pent done choisir t^ assez grand pour que Ht^ fl C{A-p) soit inclus dans Q^{V). 

De cette fagon, la region parabolique standard construite comme dans la remarque pre- 

cedente via 

Rmo= n ^(^'P) 

x6WtonC(Ar) 

verifie Rh,^_^ n C(Ar) = Ht, n C(Ar). □ 

Notations. — Soit F un sous-groupe discret de Aut(i7). On notera 11 (resp. Hub) I'en- 
semble des points paraboliques (resp. paraboliques uniformement bornes) de F et pour 
tout point p G n on notera Vp = Stabp(F). 

Lemme 7.26. — Soit F un sous-groupe discret de Aut{Q). A tout point p G Hub, on peut 
associer une region parabolique standard Rp de telle fagon que la famille (i?p)pgn„5 soit 
strictement invariante, c'est-d-dire : 

— V7 G F etWp E Hub, on a Ryp = •yRp 

— Vp, q G Hub distincts, RpCl Rq = 0. 
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Demonstration. — Choisissons une famille de points paraboliques {pi)i^i uniformement 
bornes telle, que pour tout p G Hub, il existe un unique i G / et un element 7 G F tels 
que jpi = p. Les stabilisateurs (Ppjjg/ forment une famille de representants des classes 
de conjugaisons de sous-groupes paraboliques maximaux uniformement bornes de F. 

Pour chaque z G /, on fixe une horoboule Hp^ basee en pi comme dans le coroUaire 7.25 : 
on a 

ifp,nC(Ar)cn,(P,J. 
Notons Tip. I'horosphere au bord de Hp^. La region parabolique standard donnee par 

Rp, = n ^{x,p) 

xe-Hp^nCiAr) 

venRe Rp^nC{Ar) = Hp^. 

A chaque point p = jpi de Hub, on associe I'horoboule Hp = jHp. et la region parabo- 
lique standard Rp = 'jRpi- La famille {Rp)p^Yi^^ ainsi construite verifie alors immediate- 
ment le premier point du lemme. Voyons qu'elle verifie aussi le second. 
Pour cela, prenons deux points distincts p,q & Flufe. Les ensembles VL^iVp) et Q^{Vq) sont 
disjoints d'apres le lemme 6.2 et done les horoboules Hp et Hg egalement. La droite {pq) 
coupe Hp en P et Hg en Q. L'intersection des plans tangents a Hp et Hg en P et Q verifie 
(voir section 2.2) 

TpHp n TqHg = TpOn D Tgdn. 
Ainsi, les ensembles Q{P,p) et Q{Q,q) sont disjoints et par suite Rp et Rg aussi. □ 




Figure 17. Les regions (^Rp)p£Yi^^ sont disjointes 



7.4. Adherence de Zariski de F. — Dans [BenOO], Yves Benoist a montre le 

Theoreme 7.27 (Benoist). — Soit Q un ouvert proprement convexe strictement 
convexe de P". Si T est un sous-groupe de Aut{Q) agissant de fagon cocompacte sur VL, 
alors r adherence de Zariski de F est soit SLn+i(M) soit conjuguee a SOn^i(]R). 

Nous allons, en utilisant les memes techniques, montrer un resultat similaire, valable 
pour les actions geometriquement finies sur Q qui ne sont pas convexes-cocompactes. Dans 
ce dernier cas, le resultat est faux comme nous le verrons dans la partie 10.3. 
Signalons en passant que dans [Ben03], Benoist a montre le theoreme 7.27 en se passant 
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de I'hypothese de stricte convexite ; nous renvoyons a son texte pour un enonce precis. 
Notre resultat est le suivant : 

Theorems 7.28. — Soit T un sous-groupe discret et irreductible de Aut{Q). Si Ar 
contient un point parabolique uniformement borne, alors V adherence de Zariski de T est 
soit SLn+i(]R) soit conjuguee d SOn,i(M). 

Nous utiliserons le resultat 7.29 ci-dessous, du a Benoist. Pour cela, il nous faut d'abord 
definir quelques objets. 

Soit G un groupe de Lie reel semi-simple connexe. 

Considerons una representation irreductible p de G dans SLn+i(M). On dit qu'elle est 
proximale si tout sous-groupe nilpotent maximal de G stabilise exactement une droite 
de ]R"+^, c'est-a-dire un point de P" ; cette droite est la droite de plus haut poids associee 
a A^. De fagon equivalente, la representation p est proximale s'il existe un element g & G 
dont I'image p{g) est un element proximal, c'est-a-dire que sa valeur propre de module 
maximal est de multiplicite 1. 

Supposons done que la representation p est proximale. Pour chaque element proximal 
g, on note le point de P" correspondant a sa valeur propre de module maximal. Les 
representations proximales ont la propriete remarquable qu'il existe un plus petit ferme 
invariant ; on I'appelle I'ensemble limite de G dans P", qu'on note A^. 

Comme tout groupe semi-simple connexe, G admet une decomposition d'lwasawa G = 
KAN, ou K est un sous-groupe compact maximal, A un tore maximal, et A^ un sous- 
groupe nilpotent maximal. Si x G P" est la droite de plus haut poids de A^, comme A 
normalise A^ et que x est I'unique point fixe de A^, on a que A fixe aussi x. L'orbite de 
X sous G est done celle de x sous le groupe compact i^', et a ce titre, c'est une orbite 
fermee ; elle est done egale a I'ensemble limite A^. 

L'ensemble limite Aq est done l'orbite de la droite de plus haut poids x sous G. Comme 
X est fixe par A, il existe un element proximal g ^ A te\ que x^ = x. Cela permet de voir 
que Ag = {x^, g E G proximal}. 

Lemme 7.29 ([BenOO], theoreme 1.5 et demonstration du theoreme 3.6) 

Soient Vt un ouvert proprement convexe et T un sous-groupe irreductible de Aut{Q). La 
composante neutre G de V adherence de Zariski de T est un groupe de Lie semi-simple et 
la representation p : G ^ SLn+i(M) est irreductible et proximale. 

De plus, si I'ensemble limite Aq de G s'identifie au bord d'un ouvert proprement convexe 
Q' , c'est-a-dire Ac = dVt' , alors G est conjugue a SOn,i(M) ; si Aq = P" alors G = 
SWi(M). 

Oil trouver la preuve dans [BenOO]. — Tout d'abord, Benoist montre que I'adherence de 
Zariski d'un groupe irreductible F qui preserve un ouvert proprement convexe est un 
groupe de Lie semi-simple ; voir la proposition 3.1 et la remarque qui suit le corollaire 3.2. 
Ensuite, le theoreme 1.5 montre que la representation de G dans SLn_|_i(]R) ainsi obtenue 
est proximale. 
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Enfin, la demonstration du theoreme 3.6 de [BenOO] se divise en deux cas, Aq = dQ' ou 
Ag = P", et conclut comme indique dans I'enonce du lemme. □ 

Dans la demonstration qui suit, on appellera ellisphere de dimension k le bord d'un 
ellipsoide de dimension k + 1. 

Demonstration du theoreme 7.28. — Soit G la composante connexe de I'adherence de 
Zariski de F. Le lemme 7.29 montre que G est un groupe de Lie semi-simple et la 
representation p : G ^ SLn+i(M) est irreductible et proximale. Si G = KAN est une 
decomposition d'lwasawa de G, alors I'ensemble limite de G est = K ■ x, on x designe 
la droite de plus haut poids de N. Aq est ainsi une sous-variete algebrique compacte 
connexe de P". 

Fixons un point parabolique uniformement borne p de Ap. Notons Vp le stabilisateur 
dans F de p et Up le sous-groupe de I'adherence de Zariski de Vp forme par les elements 
unipotents. Le lemme 7.18 montre que Up est un groupe abelien isomorphe a M^. D'apres 
ce meme lemme, il existe un sous-espace Fp de dimension k de I'hyperplan tangent TpdQ 
tel que tout sous-espace H' de dimension + 1 de P" contenant Fp et intersectant Q est 
preserve par Up ; de plus, si z est un point hors de TpdQ, alors I'ensemble Up ■ z U {p} 
est une ellisphere de dimension k. Si z est dans Ar ou plus generalement dans Ag, cette 
ellisphere est incluse dans A^. 

Commengons par le cas simple ou le groupe Vp est de rang maximal. L'ensemble limite 
Ac contient alors une ellisphere de dimension n — 1. Ainsi, soit Ag est precisement cette 
ellisphere, soit Ag est de dimension n, autrement dit, Ag = P". Le lemme 7.29 permet de 
conclure comme annonce. 

Traitons maintenant le cas general en supposant que le groupe parabolique Vp est 
de rang 1. Dans ce cas, le groupe Up est un groupe abelien isomorphe a M. Soit z un 
point de Ag \ TpdQ et le plan projectif engendre par z et Fp, qui est stable sous 
Up. L'ensemble limite Ag contient I'ellipse Up ■ z U {p}. Par consequent, la sous-variete 
algebrique Ag H de est soit une ellipse soit tout entier, et cette conclusion ne 
depend pas de z. Comme F est irreductible, le cas A-p Cl = implique que Ag = P" 
et done que G = SLn+i(M) par le lemme 7.29. 

Supposons done que Ag H Hz est une ellipse. Comme le sous-groupe compact maxi- 
mal K de G agit transitivement sur Ag, ceci est en fait valable pour tons points p 
de Ag et z de Ar : il existe une droite Fp de TpAc telle que pour tout sous-espace H 
de dimension 2 contenant Fp et non inclus dans TpAc, I'intersection HHAg est une ellipse. 

On va montrer que Ag est une ellisphere de dimension n — 1, en utilisant une recurrence, 
dont I'initialisation vient juste d'etre faite. 

Prenons k ^ 1. Supposons que pour tout point p de Ag, il existe un sous-espace F^ de 
dimension k de TpAc tel que pour tout sous-espace H de dimension k + 1 contenant F^ 
et non inclus dans T^Ag alors H fl Ag est une ellisphere de dimension k. 
Voyons que cette propriete est encore vraie au rang k + 1. Par irreductibilite de F, on pent 
trouver des points p, g G Ar tels que I'espace engendre par la droite Fp et le sous-espace 
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soit de dimension k + 2. En effet, on aurait sinon que I'intersection F de tons les sous- 
espaces , pour q G Ar, est non vide. F serait done un sous-espace projectif preserve 
par r, et done F ne serait pas irreductible. 

Notons E I'espace de dimension k + 2 engendre par Fp et F^. On obtient ainsi deux 
feuilletages en ellispheres de ii^ fl Kq Qui n'ont aucune feuille en commun. Cela montre 
que E n Kg Gst une ellisphere de dimension + 1. L'espace tangent en p a cette ellisphere 
est l'espace F^j^^ que I'on cherchait. On a le resultat pour tout point de en utilisant 
Taction de K. 

Le cas k = n — 1 permet de conclure que A^ est une ellisphere de dimension n — 1. □ 

8. Definitions equivalentes de la finitude geometrique 

Le but de cette partie est de montrer notre theoreme principal, qui donne des defi- 
nitions equivalentes de la notion de finitude geometrique sur Q. En fait, celles-ci sont 
precisement celles que Brian Bowditch [Bow95] a donnees, en courbure negative pincee, 
pour la finitude geometrique telle que definie en 5.11. 

Pour etre plus precis, et plus juste, la premiere definition d'action geometriquement 
finie est due a Lars Alhfors dans [Ahl66] dans le contexte de geometric hyperbolique de 
dimension 3. Ahlfors demandait a cette action d'avoir un domaine fondamental qui soit 
un polyedre avec un nombre fini de cotes. Le temps (sous Paction de Brian Bowditch) a 
montre que cette definition n'etait pas la bonne en dimension superieure ou egale a 4. Une 
seconde definition, (GF) dans ce texte, a ete proposee par Alan Beardon et Bernard Maskit 
[BM74] pour la dimension 3. William Thurston propose 3 autres definitions dans ses notes 
([Thu97] chapitre 8), toujours en dimension 3; ce sont les definitions (PEC), (PNC), 
(VF) de ce texte. La situation devient vraiment claire lorsque Bowditch [Bow93, Bow95] 
montre qu'en geometric hyperbolique ou en courbure negative pincee, toutes ces definitions 
sont equivalentes et ce quelque soit la dimension. 

Theoreme 8.1. — Soient F un sous-groupe discret de Aut{Q), et M = Q/y I'orbifold 
quotient correspondante. Les propositions suivantes sont equivalentes. 

(GF) L 'action de F sur Q est geometriquement finie sur Q (i.e les points de Ap sont des 

points limites coniques ou des points paraboliques uniformement homes). 
(TF) Le quotient 0r/p est une orbifold a bord qui est I'union d'un compact et d'un nombre 
fini de projections de regions paraboliques standards disjointes. 
(PEC) La partie epaisse du coeur convexe de M , c'est-d-dire fl C{M), est compacte. 
(PNC) La partie non cuspidale du coeur convexe de M , c'est-d-dire M"'^ fl C{M), est com- 
pacte. 

(VF) Le 1-voisinage du coeur convexe de VI/y est de volume fini et le groupe F est de type 
fini. 

En particulier, le quotient M = VL/y est sage, c'est-d-dire I'interieur d'une orbifold com- 
pacte a bord, et par suite le groupe F est de presentation finie. 

8.1. Finitude topologique. — 
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Lemme 8.2. — Soit T un sous-groupe discret de Aut{Q). Soit D un domaine fondamen- 
tal convexe et localement fini pour V action de T sur Vt. Aucun point de dD fl dVt n'est un 
point limite conique. 

Demonstration. — Soient p un point de dD fl dQ et x un point de D. La demi-droite 
[xp[G D definit une demi-geodesique de Q/y qui sort de tout compact; par consequent, 
le point p n'est pas un point limite conique. □ 

Demonstration de ( GF)^(TF). — Le lemme 4.5 montre que le groupe F agit proprement 
discontinument sur Or. Le lemme 7.26 montre que pour tout point point parabolique 
p, il existe une region parabolique standard Rp basee en p puisque Faction de F est 
geometriquement finie sur Vt. De plus, le meme lemme 7.26 montre que Fon pent choisir 
ces regions de telle sorte que la famille (i?p)pgn soit strictement invariante, puisque Faction 
est geometriquement finie sur VL (FI designe Fensemble des points paraboliques). 

On considere la partie K de Oy/y obtenue en retirant les regions paraboliques stan- 
dards Rp basees aux points paraboliques p. II nous reste a montrer que K est compact 
et que Fensemble FI des points paraboliques est fini modulo F. D'apres le lemme 6.2, les 
composantes connexes du bord de K sont en bijection avec les classes de points parabo- 
liques modulo F. Ainsi, si K est compact, alors Fensemble FI/p est fini. II suffit done de 
montrer la compacite de K pour conclure. 

On considere un domaine fondamental convexe et localement fini D pour Taction de F 
sur VL. On doit montrer que tout point d'accumulation z dans de D \ Upen 
point de O^. Comme Faction de F sur Vt est geometriquement finie sur fi, on a ArflD C 11 
d'apres le lemme 8.2. Le point z est done soit dans Or soit un point de 11. La proposition 
7.23 montre qu'aucune suite de points de D \ Upen peut converger vers un point 

parabolique. □ 



8.2. Parties epaisse et non cuspidale. — Donnons maintenant une 

Preuve de (TF)^(PNC)^(PEC). — Supposons que F verifie (TP). II existe alors un 
compact K de Oy et une famille F-equivariante (i?p.)i^j^fc de regions paraboliques stan- 
dards disjointes, basees en des points paraboliques pj, tels que 

Or = {T ■ K)[}uUT . Rp^. 

Le coeur convexe de M est le quotient C(Ar) /p, ou C(Ar) designe I'adherence de C(Ar) 
dans Vt. Or, on a 

c{Krf = F ■ (ir n C{Krf) □ ut,F ■ {Rp^ n c{Kt)\ 

autrement dit, C{M) est I'union d'un compact et des projections des Rp^ fl C(Ar) . 

Le coroUaire 7.21 montre que tons les points paraboliques de Ap sont uniformement bornes. 

Par consequent, il existe pour chaque pi une horoboule Hp- basee en pi telle que 

ifp, n C(Ar) Ci?p,nC(Ar). 

Le lemme 7.25 montre qu'on peut choisir Hp. de telle fagon que 

ifp, nC(Ar) Cfi,(Stabr(p.)). 
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L'ensemble Kp- = C(Ar) fl Rp. \ Hp. fl C(Ar) est compact, et, en posant 
on obtient 

= (r ■ K') □ ut,r ■ {Hp^ n c^M^). 

La partie non cuspidale du coeur convexe est un ferme du compact F ■ i^'/p' ^^^^ done 
compacte. L 'implication (TF)^(PEC) est immediate puisque la partie epaisse du coeur 
convexe est un ferme de la partie non cuspidale du coeur convexe. 

Reste a voir que (PEC) entraine (PNC). Supposons done que la partie epaisse du cceur 
convexe soit compacte. Celle-ci etant une orbifold a bord, le nombre de ses composantes 
connexes de bord est fini. Ainsi, M"^nC(M) \M^nC(M) a un nombre fini de composantes 
connexes. Or, d'apres le lemme 6.2, chacune des composantes connexes de M"'^nC(M) \ 
M^nC(M) est compacte. II vient que la partie non cuspidale elle-meme est compacte. □ 

Remarque 8.3. — La preuve precedente montre que sous I'hypothese (TF), le cceur 
convexe de M se decompose en 

C{M) = (C(M))r LJut, I^Hp^nCiA^'') /Vp^, 

ou (C(M))"'^ est la partie non cuspidale du cceur convexe, qui est compacte, les {pj}i^j<gfc 
forment un ensemble de representants de points paraboliques de Ar, les {Hp.} sont des 
horoboules basees aux points {pi} et Vp. = Stabr(pj). 

Bouclons une premiere boucle : 

Preuve de (PNC) =^ (GF). — Tout d'abord, comme la partie non cuspidale du cceur 
convexe de M est compacte, le nombre de ses composantes connexes de bord est fini. 
Cela entraine que M a un nombre fini de cusps. 

Soient p un point de l'ensemble limite Ar et x un point dans I'enveloppe convexe C(Ar) 
de Ar dans Q. La projection de la demi-droite [xp) sur le quotient M = est un 
rayon geodesique inclus dans le coeur convexe de M. De deux choses I'une : soit ce rayon 
geodesique revient un nombre infini de fois dans la partie non cuspidale du coeur convexe, 
qui est compacte, et done le point p est un point limite conique ; soit il n'y revient qu'un 
nombre fini de fois, et il est ainsi ultimement inclus dans une composante connexe de la 
partie cuspidale de M, puisque M a un nombre fini de cusps; le point 4 du lemme 6.2 
montre alors que le point p est parabolique, necessairement uniformement borne puisque 
la partie non cuspidale du cceur convexe est compacte. Le quotient M = Q/^ est done 
geometriquement fini. □ 

8.3. Volume. — Nous allons voir ici que I'hypothese (VF) est equivalente a la finitude 
geometrique sur Q. Remarquons que cette hypothese en regroupe en fait deux : 

(a) le 1-voisinage du coeur convexe de Q/y est de volume fini et 

(b) I'ordre des sous-groupes finis de F est borne. 

Dans le point (a), on est oblige de considerer le 1-voisinage pour prendre en compte les 
groupes dont Taction serait reductible : dans ce cas, le coeur convexe est d'interieur vide 
et son volume est done toujours nul. Si on suppose que les groupes sont irreductibles, on 
pent alors considerer le coeur convexe et non son 1-voisinage. 

En geometrie hyperbolique, le point (6) est inutile lorsque le quotient Q/y est de volume 



FINITUDE GEOMETRIQUE EN GEOMETRIE DE HILBERT 



47 



fini ou la dimension est inferieure ou egale a 3. On notera qu'Emily Hamilton [Ham98] 
a construit un sous-groupe Tq de S04_i(M) tel que le 1-voisinage du cceur convexe est de 
volume fini mais tel que le groupe Fq n'est pas de type fini et par suite Taction de Fq 
n'est pas geometriquement finie sur H^. 

Pour prouver I'equivalence, nous utiliserons le fait que I'on pent minorer de fagon uni- 
forme le volume des boules de rayon r > d'une geometrie de Hilbert : 

Lemme 8.4 (Colbois - Vernicos Theoreme 12 de [CV06]) 

Pour tout n ^ 1 et tout r > 0, il existe une constante Vn{r) > tel que pour tout ouvert 
proprement convexe Q de P", pour tout point x de VL, on a 

Voln{Bn{x,r))^Vn{r)>0. 

Bruno Colbois et Constantin Vernicos ont obtenu une inegalite quantitative dependant 
du rayon r des boules. Si I'on veut simplement une inegalite qualitative alors il s'agit 
d'une simple consequence du theoreme de Benzecri : 

Demonstration. — Soit r > une constante. On rappelle la definition de I'espace des 
convexes marques X* : 

X* = {(fi, x) I Q est un ouvert proprement convexe de P" et a; G Q} 

La fonction / qui a un point {Q,x) de X* associe le volume de la boule de {Q,dQ) de 
centre x et de rayon r est continue, strictement positive, et SLn+i(]R)-invariante. Or, le 
theoreme de Benzecri 2.2 montre que Taction de SLn+i(]R) sur Tespace X* est propre et 
cocompacte. La fonction / est done minoree par une constante strictement positive. □ 

Nous pouvons maintenant donner une : 

Preuve de (GF)'^(VF). — ^ La remarque 8.3 et I'implication (GF)^(TF) montrent 
que le coeur convexe de Q/y se decompose en 

C{M) = (C(M))r LJuti {H,^nCiA^f) /^^, 
avec la partie non cuspidale (C(M))"^ compacte. 

D'apres le corollaire 7.18, il existe pour chaque point pi, une coupe Qp- (i.e Tintersection 
de Q avec un sous-espace projectif ) de Q de dimension ci + 1 ^ 2, contenant pi dans son 
bord, et deux ellipsoides tangents a dflp- en pi qui encadrent Q. En particulier, le bord 
dQp. est de classe C^'^ en : le bord est de classe et sa differentielle est Lipschitz. On 
pent done appliquer la proposition A.l de I'annexe a Q, qui montre que chaque partie 
(^Hp- n C(Ar) ^ /p est de volume fini. 

Pour finir, la decomposition precedente montre que le cceur convexe se retracte sur sa 
partie non cuspidale. Le quotient fi/p est done une orbifold sage; par consequent, le 
groupe F est de type fini et meme de presentation finie. 

<^= Comme le groupe F est de type fini, le lemme de Selberg affirme que, quitte a 
prendre un sous-groupe d'indice fini, on pent supposer que le groupe F est sans torsion. 
Le lemme 8.5 qui suit, applique a la partie epaisse du coeur convexe, implique que celle- 
ci est compacte, soit I'hypothese (PEC) dont on a vu precedemment qu'elle impliquait 
(GF). □ 
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Lemme 8.5. — Soit T un sous-groupe discret et sans torsion de Aut{Q). Si un ferme J-' 
de la partie epaisse de fi/p est de volume fini alors il est compact. 

Demonstration. — Par definition de la partie epaisse (et car le groupe F est sans 
torsion), si un point x de Q est dans alors la boule B{x, e) s'injecte par projection dans 
Le lemme 8.4 montre que la boule B{x,e) a un volume minore par une constante 
strictement positive independante de x. Par consequent, on ne pent pas trouver plus de 
Vo\{J^)/vn{£) boules disjointes incluses dans J-". Soient B{xi,e), B{xk,£) un ensemble 
maximal de boules disjointes incluses dans J-". Par maximalite, la reunion finie des boules 
B{xi, 26), B{xk, 26) recouvre J-". L'ensemble J-" est done compact. □ 

8.4. Cas particuliers. — La notion de finitude geometrique regroupe, comme on va le 
voir, des situations un peu differentes, selon que le quotient est de volume fini ou infini, 
selon que le cceur convexe est compact ou pas. 

8.4.1. Cas convexe- cocompact. — Lorsque le cceur convexe du quotient M = Q/y de Q 
par le sous-groupe discret F de Aut(fi) est compact, on dit que Faction de F sur Q est 
convexe- cocompacte ou que le quotient M lui-meme est convexe- cocompact. Le corollaire 
suivant affirme que ces groupes sont exactement ceux dont Faction est geometriquement 
finie sur Q et qui ne contiennent pas de paraboliques. 

Corollaire 8.6. — Soit F un sous-groupe discret de Aut{VL). L 'action de F sur Q est 
convexe- cocompacte si et seulement si tout point de l'ensemble limite Ap est un point 
limite conique. 

Demonstration. — Si Taction de F sur Q est convexe-cocompacte alors tout point de 
l'ensemble limite est un point limite conique (remarque 5.9). 

Inversement, si tout point de l'ensemble limite est un point limite conique, alors F agit par 
definition de fagon geometriquement finie sur Q. Mais dans ce cas, la partie non cuspidale 
du coeur convexe de M est le coeur convexe de M tout entier. Le theoreme 8.1 montre 
qu'alors le cceur convexe de M est compact. □ 

8.4.2. Action de covolume fini. — Nous obtenons ici la caracterisation suivante des ac- 
tions de covolume fini. 

Corollaire 8.7. — Soit F un sous-groupe discret de type fini de Aut{Q). L'action de F 
sur Q est de covolume fini si et seulement si l'action de F sur dQ est geometriquement 
finie et Ar = dQ. 

Demonstration. — Si Ap = dfl, alors C(Ar) = f2 et le cceur convexe de est tout 
entier. Si Paction de F sur dfl est geometriquement finie, comme Ar = dQ, elle est en fait 
geometriquement finie sur Q. Le theoreme 8.1 montre alors que est de volume fini. 
Comme le groupe F est de type fini, le lemme de Selberg montre qu'on pent supposer que 
le groupe F est sans torsion. Par consequent, le lemme 8.5 montre que la partie epaisse 
de Q/y est compacte. Par consequent, tout point de dQ est un point limite conique ou un 
point parabolique et tout point parabolique est borne et de rang maximal. Cest ce qu'il 
fallait demontrer. □ 

Corollaire 8.8. — Soit F un sous-groupe discret de type fini de Aut{Q). L'action de F 
sur Q est de covolume fini si et seulement si l'action de F* sur Q* est de covolume fini. 
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Demonstration. — Le corollaire 8.7 montre que si Faction de T sur est de covolume 
fini alors Paction de F sur dQ est geometriquement finie et Ar = dQ. La proposition 
5.14 montre qu'alors Faction de F sur dfl* est geometriquement finie et Ar* = dQ*. Le 
corollaire 8.7 montre enfin que Faction de F* sur Q* est de covolume fini. □ 

9. Hyperbolicite au sens de Gromov 

9.1. Gromov-hyperbolicite de (C(Ar), rf^^). — Le but de cette partie est de montrer 
le resultat suivant. 

Theorems 9.1. — Soient F un sous-groupe discret de Aut{Q). L'action de F sur Q est 
geometriquement finie sur Q si et seulement si elle est geometriquement finie sur dQ et 
I'espace (C(Ar),(if7) est Gromov-hyperbolique. 

Ce theoreme sera consequence des deux lemmes qui suivent : 

Lemme 9.2. — Soit F un sous-groupe discret de Aut{Q). Si I'espace metrique (C(Ar), d^) 
est Gromov-hyperbolique, alors tout point parabolique borne est uniformement borne. 

Demonstration. — Supposons I'espace metrique (C(Ar),(in) Gromov-hyperbolique et 
choisissons un point parabolique borne p G Ar. 

Fixons une horosphere T-t basee en p et notons (pAr) = {y G (xp) | a; G Ar \ {p}} (voir 
figure 18). Comme le point p est un point parabolique borne, le groupe Stabr(p) agit de 
fagon cocompacte sur H fl (pAr). 




Figure 18. L'ensemble (pAr) 



On pent identifier I'espace des droites Pp(C(Ar)) a sa trace sur F horosphere T-L. On 
va voir que H fl C(Ar) est dans un voisinage borne de 7{ fl (pA-p), ce qui permettra de 
conclure que le groupe Stabr(p) agit de fagon cocompacte sur fl C(Ar) et done aussi 
sur Pp(C(Ar)) (I'adherence est prise respectivement dans fl et dans A^"^). 
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L'ensemble Ar est I'ensemble des points extremaux de C(Ar). Ainsi, tout point x de 
C(Ar) est barycentre d'au plus n + 1 points de Ar- Considerons d'abord I'ensemble C2(Ar) 
des points x G C(Ar) qui sont sur une droite (ab) avec a,b G Ar (on s'aidera de la 
figure 19). Comme I'espace {C{A-p),dn) est Gromov-hyperbolique, le point x est dans un 
voisinage de taille au plus 6 (pour d^,) de [pa) U [pb), pour un certain 6 > 0, independant 
de X. Autrement dit, pour tout x E Cl C2(Ar), il existe un point y G (pAr) tel que 
dn{x,y) < S. Maintenant, le point z = (py) fl H G (pAp) fl Ti est le point de Ti le plus 
proche de y ; en particulier, dQ{y,z) ^ dQ{y,x) < 6. L'inegalite triangulaire donne que 
d^{x,z) < 26. On obtient done que C2(Ar) fl H est dans un voisinage de taille 26 de 
(pAr) n Ti. On procede par recurrence pour avoir le resultat pour C(Ar). 




P 

Figure 19. Preuve du lemme 9.2 



□ 

Lemme 9.3. — Soit T un sous-groupe discret de Aut{Q). Si I'action de T sur Q est 
geometriquement finie surQ alors I'espace metrique {C{AY),d^) est Gromov-hyperbolique. 

Remarque 9.4- — La demonstration qui suit est une amelioration de la demonstration 
du lemme 7.10 de Particle [Mar 10b] qui est elle-meme une amelioration de la demonstra- 
tion de la proposition 2.5 de Particle [Ben04]. Elle est independante des deux precedentes 
mais leur lecture prealable pent aider. 

Demonstration. — On va proceder par I'absurde en supposant qu'il existe une suite de 
triangles {xnynZn) de C(Ar) dont la taille 5„ = sup{(iQ(M„, [xz\),dQ_{un, [z/n^n])} tend vers 
I'infini, etant un point du segment 

Quitte a extraire, on pent supposer que toutes les suites convergent dans C(Ar) (I'adhe- 
rence est prise dans P"), et on note x,y,z,u les limites correspondantes. 
On va distinguer deux cas. 

— Supposons que u est un point de Q. Dans ce cas, il faut au moins, pour que 6n puisse 
tendre vers I'infini, que les points x, y, z soient a I'infini, autrement dit dans Ap, 
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et qu'ils soient deux a deux distincts. Or, I'ouvert Q etant strictement convexe, la 
distance de m a la droite (xz) est finie, d'ou une contradiction. 
— Supposons maintenant que u est un point de dfl. En utilisant Paction de F, on 
aurait pu, avant extraction, faire en sorte que la suite reste dans un domaine 
fondamental convexe localement fini D C C(Ar). Le point limite u G dQ est alors 
dans I'adherence du domaine D dans P" et dans Ap ; c'est done un point parabolique 
uniformement borne de Ap, d'apres le lemme 8.2. 

Prenons alors deux ellipsoides et S'^^^ comme dans le corollaire 7.18, et notons 
C = C6ne(M,C(Ar)). On a 

c n cQnc ccn S'""'. 

On considere maintenant une isometric hyperbolique 7 de I'espace hyperbolique 
[S'^^'^ , dsext) , dont le point repulsif est u et le point attractif un point v E C Cl 
Qgext quelconque. On fixe un hyperplan H separant les points u et f , et on note 
H' = 7(-ff), en s'arrangeant pour que H et H' intersectent ent C{A-p). On note 
A = 8'^^^ n C(if, if'), ou C(if, H') represente I'ensemble delimite par H et H' et ne 
contenant ni m ni f . 

Pour chaque element il existe fc„ G Z tel que 7'^"(u„) G A. On pose u'^ = 7^"(m„), 
et on fait de meme pour x'^^, y'^, z'^. II revient alors au meme, par isometric, de re- 
garder la suite de triangles [x'^^y'^z'^^) et de points dans la geometric de Hilbert 
definie par fi„ = '-/^"{Q). On va meme remplacer le convexe Qn par Q'^ = fi„ fl 
la taille du triangle {x'^y'^z'^) etant plus grande dans Q'^ que dans Qn (voir figure 20). 




FlGURE 20. Preuve du lemme 9.3 

Quitte a extraire a nouveau, on pent supposer que toutes ces suites convergent, 
et on note x',y',z',u' leurs limites. II n'est pas dur de voir que u' G [uv] (1 A : en 
efFet, le point est dans D„ = ^^"{D) et D„ tend vers [uv] car u est un point 
parabolique uniformement borne. Comme fi^ est coince entre 7^=" (£!*"*) et la 
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suite de convexes tend, tout comme (7''"(£^*"*)), vers £^*^^*. Les points x\y\z' 
sont quant a eux des point de dE^^^ . Autrement dit, on obtient a la limite un triangle 
x'y' z' d'un espace hyperbolique, dont la taille est necessairement bornee. D'ou une 
contradiction avec I'liypothese 5„ — )■ +00. 

□ 

Comme coroUaire de la proposition 9.1, on pent enoncer le resultat suivant dans le cas 
d'une geometric de Hilbert Gromov-hyperbolique. 

CoroUaire 9.5. — Pour une geometrie de Hilbert Gromov-hyperbolique, les notions de 
finitude geometrique sur Q et sur dQ sont equivalentes. 

Notons enfin un autre coroUaire dans le cas d'une action de covolume fini. 

CoroUaire 9.6. — Si I'ouvert convexe Q admet un quotient de volume fini, alors V espace 
metrique (fi, d^) est Gromov-hyperbolique. 

9.2. Gromov-hyperbolicite du groupe F. — Rappelons qu'un groupe de type fini 
est Gromov-hyperbolique si son graphe de Cayley, muni de la metrique des mots. Test. 
De fagon plus generale, nous prendrons la definition suivante de groupe relativement 
hyperbolique : 

Definition 9.7. — Soient F un groupe et {Vi)i une famille de sous-groupes de type fini 
de F. On dit que le groupe F est relativement hyperbolique relativement aux groupes {Vi)i 
lorsqu'il existe un espace Gromov-hyperbolique propre X et une action geometriquement 
finie de F sur X (au sens de la definition 5.11) telle que le stabilisateur de tout point 
parabolique de Ar est conjugue a I'un des groupes {Viji. 

Les resultats de la partie precedente permettent done d'affirmer le fait suivant. 

Proposition 9.8. — SiV est un sous- groupe discret de Aut{Q) agissant de fagon geo- 
metriquement finie sur Q, alors le groupe F est relativement hyperbolique relativement a 
ses sous-groupes paraboliques maximaux. 

En fait, on pent changer I'hypothese d'action geometriquement finie sur Q en action 
geometriquement finie sur dQ via le travail d'Asli Yaman. EUe a montre le theoreme 
suivant qui donne une caracterisation topologique des groupes relativement hyperboliques 
(dans [Yam04]). 

Theoreme 9.9 (Yaman [Yam04]). — Soient M un compact parf ait non vide et metri- 
sable , etV un groupe. Supposons que le groupe F agit par une action de convergence sur 
M tel que tout point de M est un point limite conique ou un point parabolique borne, que 
r ensemble des points paraboliques modulo V action de F est fini et que les stabilisateurs 
des points paraboliques sont de type fini. Alors le groupe F est relativement hyperbolique 
relativement aux stabilisateurs de ses points paraboliques. 

On obtient alors le resultat a priori plus satisfaisant : 

Proposition 9.10. — Soit F un sous-groupe discret de Aut{VL) agissant de fagon geome- 
triquement finie sur dfl. Alors le groupe F est relativement hyperbolique relativement a 
ses sous-groupes paraboliques maximaux. 
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Demonstration. — On prend pour compact M I'ensemble limite Ar- Le theoreme 4.9 
montre que Faction de F sur Ap est une action de convergence (definition 4.7). 
On note P un ensemble de representants des points paraboliques modulo F. L 'ensemble 
P est fini. En effet, Faction du stabilisateur de tout point parabolique p sur Ap \ {p} est 
cocompacte, on pent done choisir I'ensemble P de telle fagon que p soit isole dans P. On 
pent done faire en sorte que tons les points de P soient isoles, auquel cas P de est un 
sous-ensemble discret du compact Ap : P est done fini. 

II nous reste a verifier que les stabilisateurs des points paraboliques sont de type fini. Or, 
tout sous-groupe discret d'un groupe de Lie nilpotent connexe est de type fini. Ainsi, les 
sous-groupes paraboliques de F sont de type fini : c'est le corollaire 2 de la partie 2.10 du 
livre [Rag72] de Raghunathan. □ 



10. Petites dimensions 

10.1. La dimension 2. — En dimension 2, la situation est beaucoup plus simple qu'en 
dimension superieure. La proposition suivante a presque ete montre par Fun des auteurs 
dans [Mar]. 

Theoreme 10.1. — Soient VL^f^ etV un sous-groupe discret de Aut{VL). Les proposi- 
tions suivantes sont equivalentes : 

(1) le coeur convexe est de volume fini ; 

(2) Faction de F sur dQ est geometriquement finie ; 

(3) V action de F sur Q est geometriquement finie ; 

(4) le groupe F est de type fini. 

Elements de demonstration. — L'implication (2)^(3) est evidente puisqu'ici le bord de 
Q est de dimension L L'implication (3)^(4) est une partie du theoreme 8.1. 

L'implication (4)^(1), a deja ete montree dans [Mar] (proposition 6.16) et on ne re- 
produirera pas la demonstration de ce resultat ici. Remarquons simplement que la classi- 
fication des surfaces (compactes ou non) montre que le groupe fondamental d'une surface 
est de type fini si et seulement si cette derniere est homeomorphe a une surface compacte 
a laquelle on a enleve un nombre fini de points. Le reste de la demonstration est une 
etude attentive de la geometric des bouts d'un tel quotient dans le cadre de la geometrie 
de Hilbert. 

Pour montrer l'implication (1)^(2), on montre plutot l'implication (1)^(4). En effet, si 
un groupe F verifie (1) et (4) alors il verifie Fhypothese (VP) ; par consequent, le theoreme 
8.1 montre que F verifie (3), qui entraine (2). 

C'est le theoreme 5.22 de [Mar] qui montre que si le groupe F verifie (1), alors il est de 
type fini. II serait un peu long de reproduire ici la demonstration de ce resultat. Mais 
I'idee principale est que pour une geometrie de Hilbert de dimension 2, il existe une 
borne uniforme strictement positive minorant I'aire des triangles ideaux (ce resultat est 
du a Constantin Vernicos, Patrick Verovic et Bruno Colbois dans [CVV04]) ; c'est un 
analogue du fait que tout triangle ideal du plan hyperbolique a une aire egale a vr. □ 

10.2. La dimension 3. — Le resultat principal en dimension 3 est le suivant, qui pent 
etre prouve "a la main". 
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Proposition 10.2. — Soient f2 C etVun sous-groupe paraholique de Aut{VL) fixant 
le point p G dQ. Alors le groupe V preserve un ellipsoide £ tangent aVt en p. V est done 
conjugue d un sous-groupe de S03^i(]R) ; en particulier, V est virtuellement isomorphe d 
Z oul? . 

Demonstration. — Soit 7 un element parabolique de P, qu'on voit comme matrice de 
SL4(M). La decomposition de Jordan de 7 permet d'ecrire 7 comme le produit d'une 
matrice unipotente 7^ et d'une matrice elliptique. Le paragraphe 7.2.1 montre que la 
seule possibilite pour 7^ est la matrice suivante : 

/ 1 1 \ 
1 1 
1 ' 

V 1 / 




p 



ou H I'hyperplan tangent a f2 en p. Par consequent, Paction de 7^ (resp. 7) sur I'espace 
est une action par translation (resp. vissage). La partie lineaire de Faction de F sur A^ 
est incluse dans un groupe compact. II vient que le groupe F preserve un produit scalaire 
sur Ap. 

On en deduit que V est inclus dans un conjugue de S03^i(M), c'est-a-dire que V preserve 
un ellipsoi'de, qui est necessairement tangent kVt en p. □ 

Cela permet d'obtenir le 

Corollaire 10.3. — En dimension 3, les notions de finitude geometrique sur Q et sur 
dQ sont equivalentes. 

Demonstration. — II s'agit de montrer que, etant donne une action geometriquement finie 
d'un groupe F sur dQ, tout point parabolique borne p G Ar est en fait uniformement borne. 
Or, on vient de voir que les sous-groupes paraboliques sont, en dimension 3, conjugues 
dans S03^i(]R). Le corollaire 7.21 permet de conclure. □ 

10.3. Un contre-exemple. — Pour trouver un exemple d'une action geometriquement 
finie sur dfl mais pas geometriquement finie sur Q, il faudra, d'apres les deux parties 
precedentes, chercher en dimension superieure ou egale a 4. On a vu aussi que, des que 
la geometric de Hilbert etait Gromov-hyperbolique, les deux notions etaient equivalentes. 
Enfin, on a vu dans le corollaire 7.21 que, si le stabilisateur d'un point parabolique borne 
etait conjugue dans SOn,i(M), alors ce point etait en fait uniformement borne. 
On pent resumer tout cela dans I'enonce suivant : 

Proposition 10.4- — Soit F un sous-groupe discret de Aut{Q). Les propositions sui- 
vantes sont equivalentes : 

(i) V action de F sur VL est geometriquement finie ; 

(a) I'action de F sur dfl est geometriquement finie et les sous-groupes paraboliques de F 

sont conjugues a des sous-groupes paraboliques de SOn,i(M) ; 
(Hi) I'action de F sur dQ est geometriquement finie et I'espace metrique (C(Ar), cifj) est 
Gromov-hyperbolique. 
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On notera au passage le corollaire suivant : 

Corollaire 10.5. — L' action de T sur est geometriquement finie si et seulement si 
I'action de T* sur Q* est geometriquement finie. 

Demonstration. — On sait deja que I'action de F sur dfl est geometriquement finie si 
et seulement si I'action de F* sur dQ* est geometriquement finie (proposition 5.14). Or, 
le dual d'un sous-groupe parabolique de SOn,i(M) est un sous-groupe parabolique de 
SOn,i(M) puisque SOn,i(IR) est autodual. □ 

On en vient a present aux contre-exemples annonces dans I'introduction : 

Proposition 10.6. — // existe un ouvert proprement convexe Q de P^, strictement 
convexe et a bord C^, qui admet une action d'un sous-groupe discret d'automorphismes F 
dont I'action est geometriquement finie sur dQ mais pas geometriquement finie sur Q. 

Proposition 10.7. — // existe un ouvert proprement convexe Q de P^, strictement 
convexe et a bord C^, et un sous-groupe discret F de Aut{Q) dont I'action est convexe- 
cocompacte et I' adherence de Zariski n'est ni SL^iM.) ni conjuguee a S04,i(]R). 

Construction du contre- exemple via les representations spheriques de SL2(M). — 

L'action de SL2(M) sur induit une action de SL2(M) sur I'espace vectoriel Vd des 
polynomes homogenes de degre d en deux variables, qui est de dimension d + 1. De plus, 
toute representation irreductible de dimension finie de SL2(M) est equivalente a I'une des 
representations pd : SL2(M) — GL(V^) pour un c? ^ 1. 

II est facile de voir que pd preserve un ouvert proprement convexe de P(Vrf) si et 
seulement si d est pair. En effet, si d est impair alors Pd(— /c?2) = —Idy^ '. par consequent, 
Pd ne pent preserver d'ouvert proprement convexe. Notons Cmin I'ensemble des polynomes 
convexes de Vd et Cmax I'ensemble des polynomes positifs de Vd- Ce sont deux cones 
proprement convexes de Vd- Us sont non vides si et seulement si d est pair et Cmin est 
inclus dans Cmax- En fait, C^ax est le cone dual de Cmin- Enfin, tons deux sont preserves 
par Pd- En fait, on pent meme montrer que tout cone convexe proprement convexe de Vd 
preserve par pd contient Cmin et est contenu dans Cmax- Vinberg etudie le cas d'un groupe 
semi-simple quelconque dans [VinSO], on pourra aussi trouver un enonce dans Particle 
[BenOO], proposition 4.7. 

On notera VLq = P(Cmm) et Q^o = ^{Cmax)- H n'est pas difficile de voir que Qq ^ 
i^oo si et seulement si ^ 4. Par consequent, on pent introduire I'ouvert fi^ = {x G 
^oo Mqoo(^!^o) < "'^j, c'est-a-dire le r-voisinage de f2o dans (f2oo, (if^^x)). La proposition 
suivante montre que les fi^ sont convexes. 

Lemme 10.8 (Corollaire 1.10 de [CLTll]). — Le r-voisinage (pourdu) d'une partie 
convexe d'un ouvert proprement convexe est convexe. 

Nous allons montrer la proposition suivante : 

Proposition 10.9. — Si d = 4 et r ^ 0,oo alors les ouverts proprement convexes Qr 
sont strictement convexes et a bord C^. 
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Demonstration de la proposition 10.6 et de la proposition 10.7 

Choisissons un reel r > et posons Q = Qj - 
Pour la proposition 10.6, il suffit de prendre un reseau F non cocompact de SL2(M) et de 
remarquer que tout element parabolique de P4(r) est conjugue a un bloc de Jordan de 
taille 5. L'action de p4,{T) est bien stir geometriquement finie sur dQ mais la proposition 
10.4 (ii) montre qu'elle n'est pas geometriquement finie sur Q. On pourra meme remarquer 
que I'enveloppe convexe de Ap \ {p} dans est tout entier (ou p est n'importe quel 
point de Ar ; on rappelle que Ar est un cercle d'un point de vue topologique). 

Pour la proposition 10.7, il suffit de prendre un reseau F' cocompact de SL2(M) ou un 
sous-groupe discret F' convexe-cocompact de SL2(M). Dans tons les cas. Faction de P4(F') 
sera convexe-compacte mais I'adherence de Zariski de F' dans SL5(]R) est p4(SL2(M)) qui 
est incluse dans S02,3(M). On rappelle que la representation irreductible de SL2(M) de 
dimension 2n est incluse dans le groupe symplectique alors que celle de dimension 2n + 1 
est incluse dans SO„,ri+i(M). □ 

Nous allons avoir besoin de plusieurs lemmes pour demontrer la proposition 10.9. 

Lemme 10.10. — On suppose d pair. Si 7 est un element elliptique non trivial de SL2(M) 
(c'est-d-dire qui n'est pas dans le centre) alors Pdil) possede un unique point fixe surF{Vd). 
En particulier, tout point fixe d'un element elliptique appartient a Qq. 

Demonstration. — Si 7 est un element elliptique de SL2(M) non trivial alors les valeurs 
propres de 7 s'ecrivent e^*^ pour un certain 6 ^ ttZ. II vient alors que les valeurs propres 
de ^4(7) sont les nombres : e*^*^, ■ ■ ■ , 1, ■ ■ ■ ,6"^^*^. Par consequent, pdij) fixe un unique 
point de P(Vrf). II nous reste a montrer que ce point est dans Qq. 

Le sous-groupe a 1-parametre K engendre par 7 est un sous-groupe compact de SL2(M) 
de dimension 1. Le groupe K preserve I'ouvert proprement convexe Qq, il preserve done 
aussi I'isobarycentre de toute orbite. Ainsi, I'unique point fixe de Pdi'j) appartient a Qq- 

□ 

Lemme 10.11. — On suppose d pair. L'action de SL2(M) sur Vt^ \ VLq est propre et 
libre. 

Demonstration. — L'action de SL2(M) sur Q^o est propre, done I'ensemble des points fixes 
des elements hyperboliques et paraboliques de SL2(M) est dans le complement aire de Q^xi- 
Par suite. Paction de de SL2(M) sur Qoo \ ^0 est propre et libre via le lemme 10.10. □ 

Lemme 10.12. — On suppose que d = 4. Tout ouvert proprement convexe preserve par 
Pd est I'un des Vtr pour r G M+ U {00}. En particulier, le dual d'un Vtr est un certain 
Vtr' et il existe un unique tq tel que Qro soit autodual. Enfin, tous les Vt.,. sont strictement 
convexes et a bord C^, si r ^ 0, 00. 

Demonstration. — Le lemme 10.11 montre que Paction de SL2(M) sur dQr \ Asl2(ir) C 
Qoo \ ^0 est libre. Or, si d = 1 le groupe SL2(M) et la sous-variete dQr ont la meme 
dimension (3) : cela montre que les orbites de cette action sont ouvertes dans dflr^-^SL2(M.)- 
De plus, comme on a retire I'ensemble limite de dflr, les orbites sont fermees. Enfin, comme 
la variete dflr est une 3-sphere et I'ensemble limite est un cercle dont le plongement est 
donne par la courbe Veronese, I'espace dQr \ Asl2(m) est done connexe. Par suite, Paction 
de SL2(M) sur dflr \ Asl2(r) C floo est transitive. 
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Ceci montre que tout ouvert proprement convexe preserve par pd est I'un des Vt^. Le dual 
d'un Vtr est done un fi^'- L'existence d'un unique Vtr autodual est simplement due au fait 
que la dualite renverse les inclusions. 

On se donne un r 7^ cxd. Si VLj. n'est pas strictement convexe, il existe un point de dVt^ \ 
AsL2(R) qui n'est pas un point extremal. Or, Faction de SL2(M) sur dVLj. \ Asl2(r) est 
transitive : aucun point de dVL^. \ Asl2(m) n'est extremal et done VLj. = Qq. 
Enfin, si r 7^ 0, 00, le dual de Qr est un Qj.' avec r' ^ 0, 00. Comme Q^' est strictement 
convexe, le bord de Qr est de classe C^. □ 

Remarque 10.13. — On a vu que VLq n'etait pas strictement convexe. Une etude atten- 
tive de pd permet de voir que f2oo n'est pas strictement convexe. En effet, tout element 
hyperbolique 7 de SL2(M) possede 5 valeurs prop res reelles distinctes pour son action sur 
Vd- On pent verifier que la droite propre p° associee a la troisieme (si elles sont rangees 
par ordre croissant) appartient au bord de VL^ mais pas a I'ensemble limite. Enfin, on 
pent verifier que le segment [p^p^] est inclus dans le bord de VL^, ou p'^ designe le point 
fixe attractif de 7. Par consequent, VLq et VL^ ne sont ni strictement convexes ni a bord 
C\ 

Demonstration de la proposition 10.9. — Elle est incluse dans le lemme 10.12. □ 



Appendice A 

Sur le volume des pics, par les auteurs et Constantin Vernicos 

Le but de cette annexe est de prouver le resultat suivant. 

Proposition A.l. — Soient Vl un ouvert convexe de M", p un point du bord dQ en lequel 
dQ est de classe . Supposons qu'il existe une coupe de Q de dimension ^ 2, contenant 
p en son bord, et dont le bord est en p, pour un certain a > 1 . 
Alors tout cone C de sommet p et de base B G Q compacte est de volume fini. 

Soit Q un ouvert convexe de M" euclidien. Rappelons que le volume de Busemann VoIq 
de la geometric de Hilbert {Q, d^) est donne par 

= Vopfe]))^^°^' 

ou Vol est le volume de Lebesgue de et Vn le volume de Lebesgue de la boule unite de 



Par exemple, un simple calcul montre le 

Lemme A. 2. — (i) Soit Q = {—a, a), avec a> 1. Le volume de Busemann est donne 
au point x E Q par 

dVoln{x) = „ " ^ dx. 

— x'^ 

(a) Soit Q = (0, +00). Le volume de Busemann est donne au point x G par 

2dx 

dVoln(x) = . 



X 

Le lemme suivant nous sera egalement bien utile : 
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Lemme A. 3. — Soient n ^ 1 et Q un ouvert convexe de M", de base (ei, • ■ ■ , e„). No- 
tons, pour X E Q, ^li{x) = n (x + M • Ci). // existe Kn > tel que, pour tout x G f2, 

n 

Vol{B{T,n)) ^ ir„ J] Fo4(5(T,a(x))), 

1=1 

en notant Vok le volume de Lebesgue de M.Ci. Autrement dit, il existe Kn > tel que, pour 
tout x E Q, 

dVoki ^ KndVol^^(^^) ■ ■ ■ dVoln^(^^y 

Demonstration. — II sufRt de voir que la boule unite tangente B{Tx^) contient toujours 
I'enveloppe convexe des points zf = dB{T^n) n R± ■ Ci, pour 1 ^ i ^ n. □ 

Demonstration de la proposition A.l. — Si une telle coupe existe, il en existe en particu- 
lier une de dimension 2. On pent done supposer qu'il existe une telle coupe de dimension 2. 

Maintenant, voyons qu'il suffit de prouver le resultat pour un ouvert convexe bien 
choisi et un cone assez general, qui sont les suivants. Prenons le point p pour origine, pour 
convexe I'ensemble 

n-l 
i=2 

et pour cone 

71—1 

C = {Xn ^ 2 ^ ^ 

1=1 

C'est une situation assez generale au sens ou, etant donne un convexe dont le bord est 
au point p et un cone de sommet p comme dans I'enonce, on pent choisir une carte 
affine, une norme euclidienne et des coordonnees, avec origine p, de telle fagon que, au 
moins au voisinage de p, le convexe contienne un convexe du type precedent et le cone 
soit contenu dans un cone du type precedent. 

On pent maintenant faire le calcul. Pour ) G et 1 ^ /c ^ n, notons 

^k{x) = n (x + M.Cfc) la coupe du convexe Q selon e^, qui est done un convexe de 
dimension 1. 

Pour 2 ^ k ^ n — 1, Qk{x) est un segment de demi- longueur 

n-l 

Le lemme A. 2 nous donne que 

„ . , _ akjx) Qfc(x) dxk 

ak[xY-xl [ak[x) - \xk\)[ak[x) + \xk\) ak[x) ~ \xk\ 

Si X est dans C, on a Yll^Zi \xi\ < et done 

n—l n— 1 



.... a: 



i=2 i=l 

Au final, 

2dxk 



2 
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De meme, le convexe Qi{x) est un segment de demi- longueur 

n-l 

ai{x) = (x„ - 

1=2 

et on a done, pour x E C, 



ai(x) , dxi dxi 

dxi ^ ^ 

•i|)(ai(a;) + |xi|) 

Enfin n„(x) = (0, +oo) et done, pour x G C, 



(ai(x) - |xi|)(ai(a;) + |xi|) - Y^t2 ' 



— \Xi\ 



2dXr 



Xr. 



Du lemme A. 3, on tire ainsi 

2n-2 I 

dVo\n{x) ^ fi:„(iVoln,(2,) • • ■ dVoln/^) ^ — — — ^ dx 

L'integrale sur C se majore alors ainsi, en utilisant les symetries, K et K' etant des 
constantes qui grandissent : 

/ dVoln^K Yl 7 — 1 dxi---dxn. 



Ainsi, 



1 xn 1 

5 1 1 . , 1 _ 1 



(iVolo ^ K' / J dxi dxn = K' — In ^ dxr, 

— \Xi\ 1 - 



2 

Cette derniere integrale est finie puisqu'en 0, 1'integrande est equivalente a — et - < 1. 

□ 
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